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Corrigé proposé par :
M. Afekir - Ecole Royale de I’Air

CPGE Marrakech
cpgeafek@yahoo.fr

Premier probléeme :
Etude de quelques aspects mécaniques d’une roue de voiture

Premiere partie
Equilibrage d’une roue de voiture

1.1. FEtude cinétique

2l

= R éy
G = —gér= —g K,
00 = Xo(t) Ty + Yolt) To + Zo(t) Ky

—
1.1.1. Vecteur position O'A

00 — o1
04 - 00 + 04 tel oo =k
= els que :
O—1>4 = R(cos@?o + sinH?o>

gy

—
Soit : O'A Rcos6
Rsinf <? = I—<>>

—
1.1.2. Vecteur position O'G

O—’C>¥(m+Am):AmO—’z>4+mO'—>O’ = %:AimG?O—FR(cosH?O + sinﬁl_go))
m+ Am

e
—
Soit : 0'G = _m Rcos@

m -+ Am
Rsind/ (7,7, %)

1.1.3. Vitesse de A dans R

dO'A
Ry = ( ) = Ré(—sin@?o + cos@[_go)
R

dt

0

Soit : Roa = | —ROsind

Rfcos 6 (707707?())
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1.1.4. Moment cinétique de A dans R calculé en O’

R&’A(O') = OTZl/\AmeD’A = AmRf (R?O — 6008970 — esin@?o)

R
Soit : RG4(0") = AmRO | —ecosf

—esinf (70770’1—&))

1.15. Le référentiel barycentrique est tout référentiel dont le centre est le barycentre du
systéeme et dont les axes sont paralleles a ceux du repere Galiléen. Le référentiel barycentrique
de la roue parfaite est R.

1.1.6. Théoréme de Koenig relatif au moment cinétique

R5o(G) = MOG A Rig

R = R* = R =
oo = oo + Jo(G) avec : .
M : masse total du systeme

1.1.7. Moment cinétique de la roue parfaite R dans R calculé en O’

2
Ren(0)) = Inx0 T, = "™ME47,

2
m2RZ€
Soit : R&r(0" 0
0 (70,70.K0)

1.1.8. Moment cinétique ®#(0’) de la roue compléte

R3(0") = RGp(0") + Ra4(0")

%mRzé + AmR?0

. R = :

Soit : (0" —AmR0Oe cos 8

—AmRbesin 0 (? 7R )

1.2. Etude dynamique

RXO 0 CXO F(t)
B | Ry, P 0 a | oy, Tw | o
Rz} (2, 7.%) \—m+ame/ (7. 3.%) \%/(7,7.%) 0 /(7.7.%.)
1.2.1. Mouvement sans frottements <= ﬁ?o =0 = ‘ Ry, =0 ‘

1.2.2. Une liaison pivot est parfaite si le moment des actions de contact par rapport a ’axe
de rotation est nul.
Liaison pivot parfaite <= Peontact =0 (puissance des actions de contacte)

_>
Peontact = 8 Qp /R (Mouvement de rotation autour d'un axe fixe)

%
= 0 = 8 est perpendiculaire a Qx//r — ‘ Cx, =0
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1.2.3. Théoréme du centre d’inertie :

Soit un systéme de points matériels, de quantité de mouvement ? dans un référentiel R ,
soumis sous la résultante des actions extérieurs dans R ; le mouvement de ce systeme est
régit par I’équation vectorielle :

(%), -7
R

dt

1.2.4. Théoréme du moment cinétique :

Dans un référentiel Galiléen R, la dérivée par rapport au temps du mor_n)ent cinétique R o
d’un systéme matériel R , en un point fixe O , est égale au moment ®Mqo( f) par rapport a

O de la résultante des forces ? appliquées sur le systéme.

(£72) = "Ho()

1.2.5. Bilan des forces dans R non Galiléen

Rx, 0
ﬁ 0 ? 0 ?ie (m+Am 7 et ?Zc =
Rz} (7,7.%) N\~ mTama/ (2, 7,%.)

1.2.6. Théoréme du centre d’inertie dans R

(m+Am)Rde = Rx, To — (m+Am)V(t) + (Rz, — (m+Am)g) K,

= <d20’G

WG\ Tae

Am .
> = mR92 (—cosf — sinf) ,avec §(t) = w oub(t) = wt+40,
R

1.2.7. Projection de I'équation précédente (obtenue en 1.2.6.) suivant 70

—  —AmRuw?cosh = — (m + Am) Y,(t)

Am

D’ou : Yo(t) = A T Am

Rw? cos (wt + 6,) (1)

1.2.8. Théoréme du moment cinétique dans R

(49 = Fo (P) + Mo (R) + Mo(f) + ¢ + T

dt

> = OTé/\(m—i—Am)ﬁ = Amg(e7 — RCOSQ?)

MO’
Mor ) = 075/\72'8 = AmY ( el_(> + Rsm@?)
< > = AmRw?e (sin@?o — COSQ?O>

R

c + t) = Cy070 + CZO?O + F(t)?o

tels que :

(7
4%

1.2.9. Projection de I'équation précédente (obtenue en 1.2.8.) suivant ?O

0 = I'(t) — AmgRcosf 4+ (Am)?Y,(t) Rsind

Am
1 : |[T'H)=A tl1— 2= inwt
tels que (t) mgRcosw < Rw T Am)smw >
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1.3. Applications

1.3.1. A A
. . m 9 . _ m .
Yo(t) = A Ame cos (wt) = Y,(t) A Amesm (wt)
Am YO max . . .
Y,(t) = —— R (1 — coswt) = (1 —coswt) , Mouvement de translation sinusoidal
m -+ Am 2
Am
Yo maxr — 2R———
Rm + Am

132, ¢étantfaible — OA=0B=0D et AB=Y,(t) = Y,(t)= Dy(t)

D’ou : ‘ Y5 maz = Domax ‘

1.3.3. Pour une roue compléte parfaite

‘ Yo maz = Pmaz =0 ‘

1.34. A A
m m
Yoma:c:2 A t maq::2 7 A\
R Aam ¥ R S+ am)
Yo, maz
Pmax
Am

1.3.5. Le conducteur va ressentir des vibrations au niveau du volant!!!

1.3.6. Le but est de changer la position du centre de masse de la roue et le positionner sur
I'axe O'X : pour se faire, il suffit de placer la masse Am en une position symétrique, par rapport
a 0", au point A.

Deuxieme partie
Modélisation d’une suspension d’automobile

2.1. Equation différentielle

21.1. L, :longueur a vide du ressort et [, sa longueur a I’équilibre.
A T’équilibre : + — 0 avec P = —mgK et = —k(lo — Lo)

Soit : AlozLO—lO:%
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2.1.2. Bilan des forces exercées sur la masse m

8

Y

— Action de pesanteur

B g
— Action du ressort
7=k (o‘ﬁ(t) - LO?) — B (—Al 4 2(t) — 2(t) K
— Action se I'amortisseur fluide
F=—ab = —a(t) - 2) K
2.1.3. Théoréme de la résultante cinétique

“mgR — k(—Aly+ 2(t) — zo(t) K — a (3(t) — 20(t) K = m3(t) K

Par projection de I’équation suivant u, tel que kAl, = mg, on en déduit I’équation suivante :

mE(t) + ai(t) +ha(t) = f()  (2)  avec | f(t) = azo(t) + kzo(t) |

2.1.4. Léquation (2) pourra s’écrire sous la forme

(o = L8 = 2 4 2
z(t) + 2§Z(t) + éé(t) = G(t) (3) telsque: Wy = \/E
S W

k et m deux constantes; = f(a) :d’ou sa nomination coefficient d’amortissement réduit.

2.2. Réponse indicielle

2.2.1. Profil de la route : z,(¢)

ﬁozvo? :Cfl—j? < xz(t) = vt + x,
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x < T 2o(t) = 0
Zo
0 = az, + b a = U
To ST < 2(t) = ax + b (CI) ? ou | 2,(t) = =2t
Zy = ax1 + b b:—éaj €
vy *
T > 1 2o(t) = Z,
Zo(tA
/0
t
0 € g
2.2.2. Equations horaires z,(t)
Z
Zo(t) = ?Ot pour t e 0,¢]
2o(t) = Z, pour t € e, +oo]
2.2.3. Unités dans le (SI)
grandeur k o
unité (SI) | kg.s™2 | kg.s~*
Applications numériques : we = 10571 et 6=1,25
2.2.4. Expression de G(t) pour t entre 0 et ¢
o (@
Gty = 22 (— /
(t) s
0<t<e =107 o
avec : a = — >>1t Vte [0, ¢
2 = 0,25 k
k
Z
D'ou: |G(t)~ °%| constant.
ek
2.25. 2
«
G(t) ==
(1) =—;
L'équation différentielle (3) s’écrit pour ¢ € [0,¢] :
B . 1. Zo
t 2—z(t —z(t) = 4
A + 200 + ) = 22 W)
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Solution générale de 1’équation (4) :

z(t) = Aexprit + Bexprat+ C avec A et B constantes d’intégration

C' : solution particuliere de 1’équation (4)

r1 et ro > 11 sont solutions de I’équation caractéristique

B or? o B -1
1+2r— + — =0 de discriminent A = >0carpg < 1
Wo Wo Wo
Zoox
C =
ek
Soient : (avec ry > 1) ro= —w, <5 + /B2 - 1)

ro = wo(—ﬂ + \/ﬁ)

2.2.6.
2(t) = Aexprit + Bexprot +C
A = — 7“20
Conditions initiales :  2(0) =0 et 2(0) =0 = R
7‘10
B =
ro —T1
C
z(t) = (ro — r1 — roexprit + riexprat)
' re —T1
Soient :
. Crirg
2(t) = (exprat — exprit)
ro — 71

Dans le cadre de l'approximation admise (|er;] << 1 et |ery] << 1 ):

l+experi=14+re et 1+expera~1+41r9e

C
z(e) =~ (ro —r1 — 1o (L+me) + 71 (14 120))
Soient : 2=
’ Cryr
ie) m —L 2 ((1+4me) — (1+7e) = Crirge
ro — 1
z(e) = 0
ou :

z(e) =~ Zow(%% = 25ms ' # 0

2.2.7. Pour t€ e, +oo[ l'équation différentielle (3) s’écrit :

B . 1.
t 2—z(t —Z2(t) = Z, 9
A2+ =2, ©)
Solution générale de 1’équation (5) :
2(t) = Alexprit + B'exprot + Z, avec A’ et B’ constantes d’intégration
Z,
A = — 220 exp — Ti€
Conditions initiales : z(¢) =0 et 2(e)=0 = "2
B — 1%
= + exp — To€
Ty —1T1

A/ ~ _ ZOTZ — é 1 _ /8
To — T 2 B2 -1

Soient :
B =~ + Zo1 — é 1+ L
o — 11 2 B2 -1
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 Z, B Zo s
Z(t) = 7 <1 — W) exprit + 7 <1 + W) exprat + Zo

2.2.8.

Y

2.2.9. Levieillissement entraine une diminution du coefficient 3 quitendra vers une valeur
inférieur a 1. Dans ces conditions lorsque le véhicule rencontre un obstacle sur la route, fini le
confort pour les usagers (passagers).

2.2.10. Hors sécurité!!
2.3. Réponse harmonique
2o(t) = Zocoswt et en représentation complexe :  z(t) = Zexpiwt
2.3.1. Fonction de transfert : H(iw) = Z/Z,. En notation complexe, 1'équation différen-

tielle (3) s’écrit :

20 + 2250 + 20 =S50 +2,0)

ou: z(t) <1 + 2z/3wi - “’—2> — 2, (1) (z’w%+1>:go(t) (mwiﬂ)

0 w3 0
1+ 2i—
IR . W,
D’ou : H(iw) = 2 3
1+ 20— — —
Wo w2
2.3.2. Gain en décibel G(w)
2
1+462%
G(W) = 2010g10H(W) = 1010g10 o~ 2 Yo 2

w w
(1 — F) +452F

o o

o pour w << w,
G(w) ~ 0 droite horizontale

o pour w >> w,

G(w) ~ —20log;, <wi> + 20log,(28) droite oblique de pente -20 décibel par décade
o
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2.3.3. Diagramme (asymptotique) de Bode
G (w) (dB)

A

2010910 (25)

! 1q_1 \ 10 192 w

Wo

droite de pente

~-20 dB / décade

—10

—20

Le gain est maximum au voisinage des faibles fréquences et s’atténue au voisinage des hautes
fréquences.

2.3.4. Pulsation w en fonction de X

d
-4 x(t)=vt+x, = 2,(t) = Z,coswt = Zocosg (r —xy) = 2zo(x)

V= — =
dt v

A étant la période spatiale <  z,(x +\) = 2,(x) < “A=2r
v

Vo™

d’ou : =2
u w 3

2.3.5. Rallye Paris-Dakar

Umin = 10 o

2.3.6. On conseille aux pilote d’abaisser leurs vitesse au niveau de cette zone! !
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Deuxieme probleme
Etude thermodynamique d’un moteur de voiture

Premiere partie
Ftude qualitative du cycle

Le cycle étudié est celui d’'un moteur thermique. Or un moteur ditherme ne peut que fournir
du travail W = — f pdV < 0 (surface délimitée par le cycle dans le dans le plan de Clapyron
(P,V)) :c’estle cas lorsque le cycle est décrit dans le sens des aiguilles d’'une montre .

: Vv

V2 V3 Vl

Deuxieme partie
Etude quantitative du cycle

2.1. Point 2

21.1. Température 7o
La transformation (12) est adiabatique réversible

Loi de Laplace T1V1V_1 =1V, -1 = Ty =Tyt

Application numérique : T =750 K ‘

2.1.2. Pression P

. 1y 1=y T\ T
Loi de Laplace T1P1 v =1T3P2 v , = P,=P T =P
2
Application numérique : P, =25 x 10° Pa
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2.2. Point 3

2.2.1. Rapport des températures o

Tma:v _ E
Tmin Tl

o =

2.2.2. Température T3

T3 :aTl = 3000 K

2.2.3. Pression P

Py = P, = 25 x 10° Pa

2.3. Point4

2.3.1. Température T,

_ _ Vs \%
TV =1Vt et 223 : Ts = aTy et T2 = Ty77 !
T, T3
_ )\t _
= TV =T <T3T2> = Vg 'O
2
Soit : Ty = o770y
Application numérique : ‘ Ty ~ 2080 K
2.3.2. Pression Py
P, P _
2 _ - P = o) p
o, T 1T L
Application numérique : Py~ 7,00 x 10° Pa

Troisieme partie
Rendement d’un cycle moteur

3.1. Rendement 7 d’un cycle moteur compte tenu de la vocation du moteur :

B transfert d’énergie utile pour 1'utilisateur
~ Transfert d’énergie dépensée pour faire fonctionner le moteur

n

3.2. Rendement du cycle théorique

3.2.1. Expression de 7

w
n= avec  AUgyete =W + Qa3+ Q41 = 0

Qxn
Q23 == AHQg == ’I’)’LCp (T3 - Tg) et Q41 == AH41 = Cy (Tl — T4)
. Qu 1 <T1 - T4>
soit : =l+—— =1+
7 23 Y \I3—17
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3.2.2.
_ Iy 1—)
17y (1-7F 1 [(1—a70 n T 1,
=14+ —= Ll=1+—| — avec — = —— = —7
" ’7T3< —%) ’70(( 1—% T3 T Ty o
1 1_0/)/7—7(1_7)
soit : n=14+—- | ————
Y a— 77"

3.2.3. Application numérique :

n~43°/,

3.3. Cycle de Carnot

3.3.1. Le cycle de Carnot est un cycle réversible décrit par une machine thermique
ditherme; il est constitué de deux isothermes, de températures égales a celles des sources, et de
deux portions d’adiabatiques séparant les deux isothermes.

AP

Isothrmes

Adiabatiques

Tmin

<

3.3.2. Rendement 7. du cycle moteur de Carnot

W .
TIC — — — 1 _|_ %
Qmax Qma:c

AUcycle = W + Quin + Qmax = 0

Le 1°7 et 2°™° principe de la thermodynamique : Qmin Qrmax
AScycle = T + T =0
min max
soit : =1-
770 Tmaw
3.33.
T
Ne = 1—?; =90/,
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334.
Ne > M
Le fait de considérer que les transformations (1 — 2) et (3 — 4) sont adiabatique (absence

d’échanges thermiques par les parois des cylindres ) réversibles (absence de frottements des
pistons sur les cylindres ) n’est qu'une hypothése théorique.

Quatrieme partie
Prise en compte des frottements internes

4.1.

> N

Isobare

2 4
2 :
1 :
5 5 s
: x >
S1 =S Ss = Sy

4.2. Enoncé du second principe de la thermodynamique (principe de 1’évolution) : Enoncé :

Pour tout systeme fermé, il existe une fonction d’état S , extensive et non conservative,
appelée fonction entropie; tel qu’au cours d'une transformation finie entre les instants t; et ty :

AS = §° + SP ) o
SP(>0) : terme de production ou de création

s [

tels que : @ : transfert thermique

{Se : terme d’échange
avec

S¢ > 0 pour une transformation irré vérsible
Se

0 pour une transformation ré vérsible

Enoncé :

L’entropie S d’un systéme isolé ne peut que croitre !

Enoncés historiques :
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Enoncé de Clausius :

La chaleur ne peut pas passer d’elle méme (de facon spontanée) que d’un corps chaud a un
corps froid.

Communication a 1’académie de Berlin , 1850

Enoncé de Thomson :

Un systéme en contact avec une seule source thermique ne peut, au cours d’un cycle, que
recevoir du travail et fournir de la chaleur.

William Thomson (Lord Kelvin) , 1851

4.3.

o Les étapes (B) et (D) sont adiabatiques réversibles —> isentropiques.

o Les étapes (B') et (D/) sont adiabatiques irréversibles = augmentation d’entropie (désordre).

o Conséquences :Sé > 855 = 51 et S;l > S5 = S3

T
A 3

.« ™
—:\

)

~

~—

.
-

~

~

o

<z
\\A‘ﬂ

W

R L L L L L LT T N

A\

N

Figure 1

4.4. L’augmentation d’entropie (désordre) s’accompagne d’'une augmentation d’agitation

thermique :
o Le long de l'isobare (23), la température augmente de 2 a 3.
o Le long de l'isochore (41), la température diminue de 4 a 1.

o Conséquences :Ty, > Ty et Ty < T}

4.5. On pose:
_ T, T
T, Ty
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45.1. Expression du rendement 7

/

n=-
Qz’s

avec AUc,ycle - W + Qy;+Qy, =0
Quy = Ay, =me, (Ts=T3) et Quy = AHy, = me, (Ty — T})

, 1 ({1 -T,
soit : n’:1+@:1+— L
Q2’3 v T3_T2

452

v \13 — BT

45.3. On introduit le parameétre z telque: 1 < 2 < 3

1 /1Ty — 2T,
soit : 77(””):1+§<T;—7i7;> avec 7 =n(x=0) et n=nlx=1)

puis, on étudie la fonction 7(z) dans l'intervalle [1, f]

d Ty — 15T,
n(z) S b 42 < 0 = 1n(z) est une fonction décroissante sur l'intervalle [1, f]
dr (T3 — aTp)

!

Soit : n(l) =n > nB) =1

4.5.4. Lerole des huiles de lubrification est de minimiser les frottement des pistons sur les
cylindres et, donc, minimiser les pertes par effet joule et par conséquent avoir un bon rendement
des moteurs!!
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