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Premiere partie
régime statique

1.1. Dipodle électrostatique

1.1.1. Moment dipolaire électrique

To= +qNP = +qa.

L'unité du moment dipolaire électrique est : C.m (ou D : Debye tel que 1D = 1/3 x 1072 C.m).

1.1.2. Potentiel électrostatique créé par la charge +¢

+(] + Cte

Vi(M)= ——94
dre,||PM |

1.1.3. Potentiel électrostatique V(M) créé par les deux charges

V(M) =Vi(M) + V(M) = — 94 4 9
Ameo||PM || 4me,||NM]|

I 1 1
dmeo \ |PM|  [NM||
1.1.4. On utilise le systéeme de coordonnées sphérique (r,6,p) de M. La base sphérique

associée est (U, Uy, 7@) :

E(M)=Er60,0) et V(M)=V(0,p)

o La distribution de charges étant invariante par rotation de ¢ autour de I’axe Oz, donc ﬁ(M )
et le potentiel V(M) ne dépendent pas de . Soit :

E(M) = E(r0)=E(r0)U, + Ey(r,0)Tg + En(r,0)T,
et V(M) = V(r0)

o Le plan II(M, U, 79) est un plan de symétrie de la distribution de charges, E(M )
appartient a II(M, Uy, 79) et, donc, perpendiculaire a 7%- Soit :

E(M) = E.(r,0) T, + Eg(r,0)Tp

1.1.5. Potentiel

— 2
|IPM| = \/T2—|—az —racosf

~ r (1 _e cos 9)
~ 2r
r>a

— 2
| H:\/r2+az+mcosﬁ\:/r<l+%cose>

=
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Soit :
1 qacost  p,cosf
VM) = Ae, 12 Awe,r?
1.1.6. Champ
E.(r,0) = _M
— 87‘
E(M) = —gradV(M) =
~10V(r,0)
Eg(r,0) = T
Soient :
_ Dpocost _ 2p,sinf
Er(r,6) = 4me,rs et Ep(r,0) = 4me,rs

1.1.7. Equation des lignes de champ
Une ligne de champ est une courbe en tout point duquel le champ est y tangent.
Soit
dr  rdf

dO—]\>4/\E(M):6> = — = — = r(0) = K sin?6
b, Ey

K est une constante homogene a une distance.

1.1.8. Allure des lignes de champ

» Une ligne de champ électrique n’est jamais
fermée (E est a circulation conservative).

» Les lignes de champ électrique diverge
d’'une charge positive et converge vers une
charge négative.

Figure 1 Dipole électrostatique : lignes de champ

1.2. Dipodle magnétostatique

Z 4

Dipole magnétique -bis

Dipole magnétique
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1.2.1.
A =A(r,0,¢)
Le potentiel vecteur Z(M ) (contrairement au champ ﬁ(M ) ) est un vrai vecteur, il appartient a
I’élément de symétrie de la distribution de courant.
o Le plan contenant l’axe Oz et le point M, défini par ¢ = constante, est un plan d’antisymétrie
de la distribution de courant. est, donc, A (M) perpendiculaire a ce plan et par conséquent
colinéaire au vecteur ﬁg, :

AM) = A(r,0,0)W,

o La distribution de courant est invariante par rotation de ¢ autour de I'axe Oz, donc Z(M )
est indépendant de ¢ :

A(M) = A(r,0)T,

1.2.2. En utilisant le Dipole magnétique -bis (Figure précédente) :

71: = cosad + sin aﬁw et 704 = —sina W + cos a7¢
OP = b p = b(cosat + sin aﬁ@ et di —b (—sinad + cos 047@) da
d¥ =bdatl o

1.2.3. Potentiel vecteur

AM) = A(r 0,90, =  Ar0,9) = AM) d,= dAp(M) -,

spire

tolo jé d7 . 7<p ol 7{ dl cos «
spire spire

47 PM 47 PM

En utilisant le Dipole magnétique (Figure précédente) :
PM = OM—OP=ri,—bip
PM? = 72402 —2rb, - Up
77« = 6089724—511197 = 7T'7p:sin97-7p:sinﬂcosa

N 1 1[0 b /2 b
Approximation dipolaire : —— =—-|14— —2-sinfcosa ~ — |14 —sinfcosa
r 72 r ~— r

P T
r>b

Le potentiel vecteur :

2 o3 27 2 ol 27
X(M) :A(ﬁ@,@)ﬁgp = MO—IO [b s1n9/ cos ado + b s1n0/ coszozdoz] 7§0
0 0

A r r2
I, b%sind
= M;TO ilzn X 77730

Soit :

Lo MoSinG
AM) =2 —5 Uy,

avec m, = mb*I, : moment dipolaire magnétique. Son unité est : A.m?.

124

o Le plan (M, 77«,79) est un plan d’antisymétrie de la distribution de courant : le champ
magnétostatique 5 (M) appartient a ce plan et, donc, perpendiculaire a 730.
o La distribution du courant est invariante par rotation de ¢ autour de l'axe Oz : le champ
magnétostatique 5 (M) est, donc, indépendant de .
D’ou :
BM)-0,=0 et B(M)=B(r0)
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1.2.5. Relation entre Z(M) et ?(M) :
B(M) = rot A (M)
1.2.6. Composantes de B (M) :
1 (A, sind)

(A, siné O(rA B 9) = e aw
i rsin
mZ(M): 1 (A, sinf) T_l (r g0)79 N
7sin 0 o0 r Or
By(r,0) = — 120 Ae)
O = T o
. ) _ &Qmocosﬁ B &mosinﬁ
soient : BT(T,H)—47T7T3 et B(;(7",9)—47T 3

1.2.7. Les expressions de X(M) et ?(M) établies respectivement en §1.2.3. et §1.2.6. sont
similaires a celles V(M) et B(M) établies respectivement en §1.1.5. et §1.1.6. moyennant la
transposition suivante :

Ho
4dme, N 4
To —— iy
1.2.8. Lignes de champ loin du dipdle
alO—>M/\§(]\4):6> = %:giﬁ = r(f) = C sin? @
r 0

C est une constante homogéne a une distance.

1.2.9. Allure des lignes de champ

» Une ligne de champ magnétique est
une ligne fermée (B est a circulation
non conservative).

» Pour les lignes de champ électrique,
Voir § 1.1.8.

Figure 2 Lignes de champ magnétique
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Deuxieme partie
Régime variable

2.1. Dipole électrique oscillant.

2.1.1. interéts

» le concept permet de modéliser I’émission des ondes hetziennes par des antennes (recti-
lignes dans le cas électrique)...

» le concept permet, aussi, de modéliser 1’émission 1’émission de la lumiere par un gaz de
faible densité (modele de 1’électron élastiquement lié)...

2.1.2. moment dipolaire
Pt) = +q0? — +q2 U, = +qacos(wt) U . = p, cos(wt) U ,

E(M, t) = 47227‘3 [2(1 + jkr)cosO . + (1 — jkr — (k‘r)2)sin979] exp (—j(wt — kr))

et

E(M) = —j'quPO(l — jkr)sinfexp (—j(wt — kr)) U,
4mr?
2
k étant le vecteur d’onde associé a I’onde électromagnétique rayonnée. On pose k = 777 =¥
c

2.13.

> r > a : approximation dipolaire (on s’intéresse aux actions a grandes distance par rapport
aux dimensions caractéristiques du dipole).

> A > a : approximation de mouvements non relativisme (on se place dans le cadre de la
mécanique classique ou Vg = aw K ¢).

2.1.4. kr représente le terme de propagation de 1’onde rayonnée ! !

dIN © 91911 — [ ANOISAHJ — UNUIUIO)) [EUOTIEN SINODU0)

2.15.
e Symétrie : le plan (M, 77«, 79) (contenant ’axe Oz) est un plan de symétrie de la distribu-

tion. Donc E (M, t) appartient a ce plan et B (M, t) est perpendiculaire a ce plan.

E(M,)/)(l,, ) et B(M,t)//T,)

e Invariance : la distribution de courant est invariante par rotation autour de I’axe Oz. ﬁ(M ,t)
et ﬁ(M, t) ne dépendent que de r et de 6.

L'expression du champ électromagnétique est en accord avec la symétrie du probléme.

2.1.6. régime quasi-stationnaire : Dans cette approximation on néglige le phénoméne de

T 27
propagation : — << T = — ou
c w

. E(M,t) = —j/ﬁlﬁ? sin fexp (—j(wt — kr)) 7<p

A:?>>r = kr <<1 ce quidonne:

E (M,t) = 47712‘07”3 (2cos 0, 4 sin 0 ) exp (—j(wt — kr))
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2.1.7. régime stationnaire : pas de dépendance temporelle (w = 0 et k = 0)

E(M, t) = 1 Po [2co80 , + sinf T ]

TELTS

et
By =0

On retrouve le cas d’un dipodle électrostatique !

2.1.8. zone de rayonnement

0 Zone de rayonnement : c’est la zone de ’espace autour du dipéle a l'intérieur de laquelle
on tient compte de la propagation.

0 Condition? :

O Conséquence : kr >>1 ou k?r?2>>kr>>1

2.1.9. champ électromagnétique rayonné

2
B(M) = —NO:Ti)OSmHeXp (—j(wt —kr)) 7¢
. Po .
E,. (M, t)= —Jw g cos fexp (—j(wt — kr))
Po . .
Ey(M,t) = —w2m sin fexp (—j(wt — kr))

2.1.10. Lamplitude &, (r,0) du champ électrique, en un point M :

E 1
1, | — “ cotanf = —cotanf << 1 = |E,| << |Ey
|Ey|  rw Tk
soit :
Em(r,0) = w? ing
m(r,0) =w dre,cPr s

2.1.11. Tracer, dans un plan ¢ = constante, le diagramme polaire du champ électrique
(graphe r(0) défini par une valeur déterminée de la norme de E (M)). Commenter.

E!

2.1.12. Lerapport —
_H Ho€oC

=c. On a en plus :

@o A E (M)

Cc

E(Mvt) =

La structure locale de 1’'onde émise par le dipole est, donc, celle d'une onde plane transversale.
Le plan d’onde est tangent a la sphere, de rayon r et de centre O.

Cette approximation permet d’utiliser des détecteurs a surfaces planes. Ces détecteurs
seront placés de telle sorte que la direction de I’onde rayonnée sera normale a leurs surfaces.
L’'information ainsi détectée (localement) est celle de I'onde électromagnétique émise par une

source tres éloignée.
y

1. En télécommunication : A ~ lem a 1m ; En optique : A ~ 0,4 a 0, 8um
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2.1.13. vecteur de Poynting ﬁe :

2

= 3 ?(M,t):Mwi?)posinecos(wt—kr—l—ﬂ)ﬁ@
A TELCT
ﬁe = avec, en notation réelle, :
Ho ﬁ w2
(M,t) = 7471‘60627'290 sin 0 cos (wt — kr + ) U

2 \2 .22
soit : ﬁez< Y > Po SN 9(3082 (wt — kr) W,

Ae,c? foCr?

Valeur moyenne < ﬁe >y

2 \2 2,2
<ﬁe >t:< w > p;sin 97

4re,c? 201

dme,c? 2pocr?

B 1 Pow? sin 2
O 32m2e,03 r

2

1 o 2re « sin @

= — W X — X sin
32m2e,c3 Po Ar

11 Pow sin 6 2
 8e,c Ar

2 22-29
<ﬁe>t _ < w >pos1n -

d’ou :

. 2
T, P (1 S
8 AT

wp,
avec I, = —=2.

a
On relie la décroissance en 1/r? du vecteur de Poynting au caractére sphérique de ’onde
électromagnétique rayonnée a grande distance.

2.1.14. La fonction angulaire de la puissance rayonnée

<TII, > n
Po(b, o) = ——°= _gin20
0(l¢) = g, =sin

= constante
¥ Po

N
-

()

Le rayonnement est nul suivant la direction de ?(t) et maximal suivant toute direction perpendi-
culaire au moments dipolaire ?(t) (directions contenues dans le plan zOy).
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2.1.15. Puissance électromanétique < P. > rayonnée dans tout I’espace: c’est le flux
de la valeur moyenne du vecteur de Poynting a travers la surface sphérique (S) de centre O et
de rayon r.

< P >= # < ﬁe >y cﬁ ; cﬁ = r?sin Hdrdﬂdcpﬁr
(S)
ot (Ina\® [ [T o¢ ((Ina\’
<P >:%<_a) I sms»eded@:g(%) .
w?po _ walnpo _ procalim alp,
Em(r) = 4meycir Adgrr 2r A = A uocrg m()
2
jent - _ Hot (Ima _ AT o
soient : < P >= 3 ( 3 > T ou < Pe >= 3 Ocr E(r)

2.1.16. Résistance de rayonnement

~ Re o poc Ima2 _2uoca2f,2n
< Pe >= TIm_ 3 <—> = (—) ™

9 2
soit : R, = HoC <ﬁ> T

2.1.17. Application numérique

1 1
<7>e>(r=10km)=§><109w et <77@>(r:1000km):§><1037W

2.2. Dipole magnétique oscillant
2.2.1. 1l faut se placer dans la zone stationnaire ou \ > r.
2.2.2. Dans la limite kr < 1, on est dans la cadre de ’ARQS :

sinf

At = 22 exp (<t — k) W

oM eSing .

o rexp (—ilwt —kr) W
s o Moo ,uoIob2

Soit: v = - 1

223 0

oMoSIN .

Z(M>t) = %TGXP (—j(wt — kr)) @y

224,

Le plan (M, 7,,, 79) 1L 7 est un plan d’anti-symétrie pour la distribution de courant : la champ
ﬁ(M t) est perpendiculaire a ce plan. Donc, E M,t) est suivant 7 Soient :

E(M7 t) = %w sin fexp (—j(wt — kr)) @, et E(M, t) = Z;r@w sin fexp (—j(wt — kr)) Wy
2.25.
IEl _
]
La structure locale de ’onde émise par le dipole est, donc, celle d'une onde plane transversale.

En utilisant la transposition utilisée en §1.2.7., on retrouve le résultat analogue au champ
électromagnétique rayonné par le dipole électrique oscillant.
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2.2.6. Vecteur de Poynting ﬁm :

2. B ﬁ(M,t) = ZOZZwZSiHQCOS(wt—kT) Uy,
A 7r

o, =

avec, en notation réelle, :

fo ﬁ(M,t) = Koo 2 Gin g cos (wt — kr +7) Uy
4drre
2\ 2 24in20
soit : ﬁm Y Mo B0 7 052 (wt — kr) W,
dme fhoCT2

Valeur moyenne < ﬁm >

2\ 2 ;m2sin20
_ ﬁm - How mgsin” 0
4re 2ptocr?

2.2.7. Puissance moyenne < P,, > rayonnée dans tout I’espace: c’est le flux de la valeur
moyenne du vecteur de Poynting a travers la surface sphérique (S) de centre O et de rayon 7.

< P >= # < ﬁm > cﬁ ; cﬁ = r?sin Gdrdﬂdgoﬁr
(S)
2\ 2 2 2 pm 2\ 2 2
HowW m, i3 4 HowW m,
< Py >= — 0dodp = —
" < 4me > 2#06/0 /0 s 4 3 < 4c > 2u0C
, m? 4 bt b\*
soient : < P >= <12:Ti§> w? ou < P >= <§uocw5[3> N 5]%0[02 <X>
8 5
R, = g,uocw = 307,6 k2
2.3. Comparaison
2.3.1. En utilisant le résultat de la question §2.1.15. :
LoT
<Py >= 306 I202 2
2.3.2. En utilisant le résultat de la question §2.2.7. :
81807 15 4 44
<P >= L0
2.3.3. Application numérique:
8
<Pe>=4487,21 x107°'W 5 < Pp>=1551x107"W ; n=—_a'0*f>=34564x10"
C
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Troisieme partie
Application : réflexion d’une onde électromagnétique sur un
conducteur parfait

3.1. L’équation de propagation du champ électrique

2

82 (M, 1) , -

AE(M,t) = —k2E;(M,t) et
3.2. Londe incidente est polarisée rectilignement selon ﬁy et se propage suivant Uy
3.3. Champ magnétique

Bi(M, 1) = @ E,

= ?exp (—j(wit — k;z)) 72

3.4. Un conducteur ohmique est le siége d'un dissipation par effet Joule; le conducteur sera
considérer parfait si cette dissipation est négligeable, donc, si la conductivité est tres élevées.

3.5.
Soit [E(M, t);?(]\/[, t)] le champ électromagnétique de Interface
l’ondg> résultante dans la partie vide. {}
o et j , désignent, respectivement, la densité surfacique
de charges et de courant sur l'interface vide-conducteur. E(M, t) Et(M, t) = 6>
B B [f
(M,t) t(Mat): 0

ﬁ(m =0,t) = _5271’

?(m —0,4) = —p ? AT Vide Conducteur
- ) - (0] S T

3.6. Sous l'effet du champ électrique incident ﬁi(M ,t), les électrons de la surface conduc-
trice sont mis en mouvement forcé a la pulsation w (celle de 1’onde incidente) ce qui engendre
I’apparition (par induction) d'un courant surfacique qui crée a son tour un champ électrique élec-
tromagnétique (onde réfléchi) ET(M, t) et BT(M, t).

3.7. *Relation de passage en x = 0 : LOPPM est transverse électromagnétique et sa direction
de propagation est u, , d’ol :

= ) _Z 9y =r ‘(7t EOBX j Z E07 e:::jLL1t
wr — wl

E,=-E.,

L'onde incidente se propage suivant la direction des = _c)roissant, alors que celle réfléchie se
propage suivant la direction des x décroissants : k; = — k , = k; W 5.

E@=0)=Ei(x =0+ E,(0=X,t) = 0 = Eooxp —jwitt Eo expjuwst =
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§>.8. Dans le cadre de la mécanique non relativiste, I’expression des champs électriques
E';(M,t) mesurés dans le référentiel R’ :

E>Mt + Ve A?Mt

ol U, est la vitesse d’entralnement . Soient, avec ¥, = ¥ :

» Champ incident :

%
Ei(M,t) = Ei(M1t)+7AB,

= =1

(M., 1)
= E M, t) 0, /\%exp( j(wit—k‘i:p))ﬁz

= E (M,t) ——E wexp (—j(wit — ki) Ty,

I
m

EEZ(M7ZL/)

» Champ réfléchi :

%
E,r(Ma t) =

E.(M,t)+ 7 ABL(M,1)
= ET(M, £+ 0 A %exp( jwit + kiz)) .
— ZZUWJ)——EemN j(wit + kiz)) Ty
= E.(M.1)+ ”E (M, 1)
d’ou :
Bmn=(1-) By e E,0n0=(1+2)E(040)
3.9.

3.10. Relation de passage en z = X :

— -
Eie=Xt)+E(x=X1)=0

(1 — %) exp [—j(wit —k;X)] = —rq (1 + —> exp [—j(wpt + kr X)]

(1= 2)ew e (=)t = e (14 7) exm [ (1451

soient :
_ (1_9) - (1_3)
fr—fi@ et Ta——(1+§)
3.11.
fr%fl(l—Q%) Af%‘fo_fz‘_2_’U
3.12.
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3.12.1. spectre

us(t) = k' xup(t) x ui(t)
= K xU; x U, x cos (2mf, + ¢) x cos (27 f;)

= KO foos (2n (s + fi) + ) + cos (2n(fy — f1) + )]

3.12.2. Le multiplieur un composant non linéaire ! ! !.

A Amplitude

o

’fr_fi’ fr+fi

U;U,

Y —-

3.13. On utilise un filtre passe-bas. Le signal récupéré (aprés filtrage) est :

ul, = k’@ cos (2m(fr — fi) + @)

Exemple de filtre (simple) passe-bas :

s
> R |

Condition de fonctionnement :

\fr = fil < gg < fr + fi

3.14. Application numérique

3.141. Longueur d’onde :

A= —
fi
3.14.2. .
>N & z>10— =z,
i
3.143. Af Af
Vs
fi =2 vozcture = Vyoiture = 2—‘](-2
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