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Corrigé proposé par :
M. Afekir - École Royale de l’Air

CPGE Marrakech
cpgeafek@yahoo.fr

Méthode photothermique de mesure d’une température

Première partie

Modélisation et mise en équation

1.1. Étude de l’équilibre thermique initial

1.1.1. Corps noir

1.1.1.1. Un corps noir est un corps capable d’absorber intégralement tout rayonnement

incident de fréquence quelconque.

1.1.1.2.

ϕCN
e = σ T 4 σ : constante de stephan

Loi de Stéphan (1879)

1.1.1.3. Conditions d’application de la loi de Stéphan :

1.1.2. Équilibre thermique

1.1.2.1.

u = cT + uo

1.1.2.2.

◮ Le flux radiatif traversant∆S ou flux surfacique d’énergie radiative échangée entre le corps

opaque et le champ du rayonnement :

Φem
rad − Φabs

rad = σ T 4
o − σ T 4

a = σ(T 4
o − T 4

a )

◮ Le flux surfacique conducto-convectif à la paroi (FS) :

Φcc = h(To − Ta)

◮ Le flux surfacique conductif :

Φcond = −λ
∂T

∂x
= −λ

∂To

∂x
= 0 Loi de fourier

◮ Le flux surfacique parasite : ϕpa

Bilan d’énergie (continuité du flux d’énergie au voisinage de (FS)) :

ϕpa + Φcond = Φcc + Φrad

N.B : le flux est compté positif ⊕ suivant l’axe Ox. Soit :

ϕpa = h(To − Ta) + σ(T 4
o − T 4

a )
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1.1.2.3.

ϕpa << ⇒ (To − Ta)
(

h + σ
(

T 2
o + T 2

a

)

(To + Ta)
)

≈ 0

⇒ To − Ta = ε ou To − Ta << To

1.1.2.4. La température To est supposée uniforme.

ϕpa = (To − Ta)
(

h+ σ
(

T 2
o + T 2

a

)

(To + Ta)
)

= (To − Ta)
(

h+ σ
(

2T 2
a

)

(2Ta)
)

car Ta ∼ To. Finalement :

ϕpa = (To − Ta)
(

h+ 4σT 3
a

)

⇔ −ϕpa + h (To − Ta) + 4σT 3
a (To − Ta) = 0 (2)

1.2. Ordres de grandeurs

1.2.1. Bilan d’énergie en régime variable

1.2.1.1. T (~r, t)

⋄ Toute rotation autour de l’axe Ox laisse invariante la température T .

⋄ Toute translation dans le plan yOz laisse invariante T ; mais T varie par translation le long

de l’axe Ox ; d’où : T (~r, t) = T (x, t).

1.2.1.2. Considérons un système fermé (Σ) constitué d’une tranche cylindrique de l’échan-

tillon , comprise entre x et x+ dx et de section S : soit un volume élémentaire (constant) dτ .

La loi de fourier :
−→
j th = −λ

−−→
gradT = −λ

∂T

∂x
~ux soit jth(x, t) = −λ

∂T

∂x

Le flux thermique : φth =
δQth

dt
=

∫∫

(Σ)

~jth.d
−→
S

L’énergie thermique δQth pénétrant dans le volume dτ pendant dt :

δQth = jth(x, t)Sdt− jth(x+ dx, t)Sdt = −∂jth(x, t)

∂x
dτdt

Premier principe de la thermodynamique appliqué au volume élémentaire (fermé ) donne :

dU = δQth = ρcdτdT =⇒ δQth

dt
= ρcdτ

∂T

∂t
= −∂j(x, t)

∂x
dτ = λ

∂2T

∂x2
dτ

Soit :
∂T

∂t
=

λ

ρc

∂2T

∂x2
⇒ ∂T

∂t
= a

∂2T

∂x2
(3)

1.2.1.3. Équation aux dimensions :

[Tepmerature× temps−1] = [a][Tepmerature× Longueur−2]

Donc : a est homogène à une surface par unité du temps, son unité dans le (SI) est : m2 s−1.

On peut, donc, ecrire : a =
L2
p

δt
⇔ Lp =

√
aδt

1.2.1.4. Application numérique :

Lp ≃ 316µm

1.2.1.5. On a : Lp << e = 1cm et T (x ≥ e, t) = To =⇒ T (x >> Lp, t) = To
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1.2.2. Effet d’un flux lumineux incident variable

Densité surfacique de la puissance lumineuse transportée par le faisceau laser ϕo(t) =

F (t)ϕocosωot

1.2.2.1.

ϕo =
P

S
=

P

πr2
= 25, 5 kW.m−2

C’est une puissance élevée .

1.2.2.2. Allure de ϕo(t)

t
0

ϕo

−ϕo

π

2ωo

ϕo(t)

1.2.2.3. Lλo
: est la profondeur de pénétration à la la longueur d’onde λo.

1.2.2.4. Lp << e = 1cm

ϕλo(x,t)

x

eLλo

ϕo(t)

1.2.2.5.

1.3. Résolution et conditions aux limites

T (x, t) = θ(x)expiωot+ To (7)

1.3.1. Équation différentielle

1.3.1.1. Des équations (3) et (7), on en déduit :

iωo θ(x) = a
d2θ(x)

dx2
ou

d2θ(x)

dx2
− i

ωo

a
θ(x) = 0
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1.3.1.2. La solution de l’équation différentielle précédente : θ(x) = C exprx, tel que r vérifie

l’équation caractéristique

r2 − ß
ωo

a
= 0 ⇒ r = ± (1 + i)

√

ωo

2a

Donc : θ(x) = Aexpαx + Bexp− αx avec α = (1 + i)

√

ωo

2a
=

√

ωo

a
expi

π

4

1.3.2. Conditions aux limites

1.3.2.1.

T (x, t) = (Aexpαx + Bexp− αx)expiωot+ To

Pour que la température T (x >> Lp, t) soit finie, il faut que A soit nul. Dans ce cas :

θ(x) = Bexp− αx

1.3.2.2. Linéarisation : Flux radiatif surfacique hémisphérique ϕR
1 = σ[T 4(0, t) − T 4

a ]

ϕR
1 = σ[T 4(0, t)− T 4

a ] = σ(T (0, t) − Ta)(T (0, t) + Ta)(T
2(0, t) + T 2

a ) = σ(T (0, t) − Ta)(2Ta)(2T
2
a )

Soit : ϕR
1 = 4σT 3

a (T (0, t) − Ta)

1.3.2.3. Courants volumiques d’énergie thermique à l’interface x = 0 :

◦ Flux conductif

ϕ
cond

(x = 0, t) = −λ

(

∂T

∂x

)

x=0

= −λ

(

∂θ

∂x

)

x=0

expiωot

◦ Flux radiatif

ϕR

1
(x = 0, t) = 4σT 3

a (θ(0)expiωot + To − Ta)

◦ Flux conducto-convctif

ϕ
cc
(x = 0, t) = h (θ(0)expiωot + To − Ta)

◦ Puissance lumineuse

ϕo(t) = ϕoexpiωot

1.3.2.4. Équation de continuité (Équation de conservation de l’énergie en x = 0)

ϕpa + ϕo(t) = ϕR

1
(x = 0, t) + ϕ

cc
(x, t) + ϕ

cond
(x, 0)

Soit : ϕpa + ϕo(t) = −λ

(

∂T

∂x

)

x=0

+
(

h+ 4σT 3
a

)

(T (0, t) − Ta)

1.3.2.5. En utilisant l’équation (2) (Cf.1.1.2.4. et le résultat de la question précédente, on

aura :

ϕo(t) +
(

h+ 4σT 3
a

)

(To − Ta) = −λ

(

∂T

∂x

)

x=0

+
(

h+ 4σT 3
a

)

(θ(0) exp iωot + To − Ta)

ϕo(t) =

(

−λ

(

∂θ

∂x

)

x=0

+
(

h+ 4σT 3
a

)

θ(0)

)

exp iωot

Ou : ϕo = −λ

(

∂θ

∂x

)

x=0

+
(

h+ 4σT 3
a

)

θ(0)

Soit : ϕo − heθ(0) = −λ

(

dθ

dx

)

x=0

avec he = h+ 4σT 3
a
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1.3.2.6.

θ(x) = Bexp− αx ⇒ θ(0) = B et

(

dθ

dx

)

x=0

= −B α

En utilisant l’équation (9) on en déduit que :

ϕo − he B = λB α ce qui donne : B =
ϕo

he + λα

1.3.2.7. Applications numériques :

he ∼ 26W.K−1.m−2 et |α| ∼ 5, 6 × 104 W.K−1.m−2 ⇒ |α| >> he

Par conséquent :

B =
ϕo

λα
avec α =

√

ωo

a
expi

π

4
⇒ B =

ϕo

λ

√

a

ωo

exp− i
π

4

1.3.2.8. Expression de θ(x, t) = θ(x)expiωot

θ (x, t) = B exp (−αx + iωot) =
ϕo

λ

√

a

ωo

exp

(

−i
π

4
−
√

ωo

2a
(1 + i)x + iωot

)

Soit :

θ (x, t) =
ϕo

λ

√

a

ωo

exp

(

−
√

ωo

2a
x

)

expi

(

ωot − π

4
−
√

ωo

2a
x

)

1.3.2.9. Expression du champ de température T (x, t) = θ(x, t) + To dans le solide (Σ)

T (x, t) = To +
ϕo

λ

√

a

ωo

exp

(

−
√

ωo

2a
x

)

expi

(

ωot − π

4
−
√

ωo

2a
x

)

D’où :

T (x, t) = To +
ϕo

λ

√

a

ωo

exp

(

−
√

ωo

2a
x

)

cos

(

ωot − π

4
−
√

ωo

2a
x

)

En absence du faisceau laser (ϕo = 0), donc T (x, t) = To (situation statique)

Deuxième partie

Détection et analyse du signal

2.1. Détection du signal

2.1.1. Densité spectrale

2.1.1.1. Représentation graphique de τ(λ)

τ(λ)

1

λ

λ− ∆λ

2
λ+

∆λ

2
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2.1.1.2. Loi de Plank du rayonnement du corps noir

ϕP
λ =

2πhc2o
λ5

1

exp

(

hco

kBTλ

)

− 1

tels que :











h : constante de Plank

co : célérité de la lumière dans le vide

kB : constante de Boltzman

2.1.1.3.

∂ϕP
λ

∂T
=

2πh2c3o
kBT 2λ6

exp

(

hco

kBTλ

)

(

exp

(

hco

kBTλ

)

− 1

)2 =

pexp

(

b

Tλ

)

T 2λ6

(

exp

(

b

Tλ

)

− 1

)2 avec















b =
hco

kB

p =
2πh2c3o
kB

2.1.2. Signal délivré par le détecteur

Sλ(t) = Dλτ(λ)Lλ(T )∆λ = Dλτ(λ)ϕ
P
λ (T )∆λ

2.1.2.1. Au voisinage de la température To :

Lλ(T ) ≈ Lλ(To) + (T − To)

(

∂Lλ

∂T

)

T=To

≈ Lλ(To) + ∆T (0, t)

(

∂Lλ

∂T

)

T=To

Dans la bande ∆λ ,le coefficient de transmission τ(λ) = 1, d’où :

Sλ(T ) ≈ Dλ

(

Lλ(To) + ∆T (0, t)

(

∂Lλ

∂T

)

T=To

)

∆λ

2.1.2.2. Expression du signal S
′

λ(t)délivré par le détecteur synchrone

S
′

λ(T ) = Sλ(T ) − DλLλ(To) = Dλ∆T (0, t)

(

∂Lλ

∂T

)

T=To

∆λ = Dλ∆T (0, t)

(

∂ϕP
λ

∂T

)

T=To

∆λ

S
′

λ(T ) = Dλ∆T (0, t)

pexp

(

hco

kBToλ

)

T 2
o λ

6
(

exp
(

hco
kBToλ

)

− 1
)2∆λ =

Dλ∆λ

T 2
o λ

7
pϕo

√

a

ωo

exp

(

hco

kBToλ

)

(

exp

(

hco
kBToλ

)

− 1

)2 cos
(

ωot−
π

4

)

2.2. Analyse du signal

La valeur efficace S
′

λ de S
′

λ(t) est tel que :

S
′

λ =
Dλ∆λ

T 2
o λ

7
pϕo

√

a

2ωo

exp

(

b

Toλ

)

(

exp

(

b

Toλ

)

− 1

)2

Pour les longueurs d’onde respectives λ1 et λ2 , le rapport des valeurs efficaces des signaux

respectifs correspondants :

S =
∆λ1

∆λ2

(

λ2

λ1

)7

exp

[

b

To

(

1

λ1
− 1

λ2

)]









exp

(

b

λ2To

)

− 1

exp

(

b

λ1To

)

− 1









2

= f (To)

En particulier :
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⋄ Pour b >> λTo

S ≈ ∆λ1

∆λ2

(

λ2

λ1

)7

exp

[

− b

To

(

1

λ1
− 1

λ2

)]

⇔ To ≈

b (λ2 − λ1)

λ1λ2

ln

[

∆λ1

S∆λ2

(

λ2

λ1

)7
] = f1 (S)

⋄ Pour b << λTo

S ≈ ∆λ1

∆λ2

(

λ2

λ1

)5

exp

[

b

To

(

1

λ1
− 1

λ2

)]

⇔ To ≈

b (λ2 − λ1)

λ1λ2

ln

[

S∆λ2

∆λ1

(

λ1

λ2

)5
] = f2 (S)

On pourra, donc, conclure que le rapport S des valeurs efficaces des signaux relatifs aux

longueurs d’onde λ1 et λ2, et délivrés par le détecteur, permet la mesure de la température

To.
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