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LPartie 1 : Champ magnétique d’une spire circulaire j

1) En utilisant la base cartésienne (€, €, €.), on remarque les plans (M, €, €.) et (M, €,, €.) sont des plans d’anti-
symétrie alors le champ magnétique (qui est un pseudo-vecteur) appartient & ces plans donc le vecteur champ magnétique est
porté par ¢, le vecteur commun entre les deux plans :

B (M) = Byy(M) .

2) En utilisant la loi de Biot et Savart, le champ magnétique crée par la spire est donné par :

7 (M)—@ dC A PM
P  4m PM3

P est un point quelconque de la spire alors que d? est I’élément de courant correspondant avec :

—
dC = Idl = Irdp?, = IRdp?, Et PM=-Re¢,+:¢. = PM=+yR+2z2

Alors :
B,(M) =" TIRdgE N (Rt 20L) IR [(TRE. 4,
°r ~dr (R2+22)% dr (R2+22)% 7

Selon la premiére question, le champ magnétique est suivant @, alors la composante suivant @, est nulle. Donc :

5 wlR [ RE, wlR Re. 2m pol 1
() =48 cdip = S dp=brY————
T Jo (R?+22)2 4m (R2+22)2 Jo 2R 22\ 2
(1+ %)
Or d’aprés le schéma, on remarque que :
R 22 9 1

Alors le champ magnétique crée en un point M de ’axe est donné par :
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3) D’apreés la question précédente :

pol 1
By (M)= "——n7——
p(M) 2R L2\ 2
(1 + R2>
Les limites de la fonction sont : s
Bap(z = 0) = % et Byy(z = +00) =0

Le fonction est continue et décroissante alors ’allure correspondante est :

4) Application numérique :

ePour /I=1A,0na:

I
Bap(o) = % —1,26107° T = 12, 6uT

e Pour B,,(0O)=1T,ona:

2R
I =—B,(0)="79577,5 A="79,6 kA
Ko

On peut dire donc que l'unité tesla (T') est une unité trés grande devant les champs ordinaires générés par les systémes
magnétiques. En pratique, un champ magnétique intense peut étre trouvé au voisinage d’un pulsar (type d’étoile qui génére des
champs de 'ordre de 10! T') ou au voisinage d’un électro-aiment puissant (dans LHC par exemple, on génére des champs de

Pordre de 10 T):

(Partie 2 : Radioactivité o)

1. Traversée d’une barriére de potentiel

1.1) Lorsqu’on envoi une particule classique d’énergie E sur une barriére de potentiel Vj > E, la mécanique classique prédit

une réflexion totale de la particule.

1.2) Pour les états stationnaires, la solution s’écrit sous la forme :

U(z,t) = p(z) exp <z§t)

Donc I'équation de Schrédinger dans ce cas est :

1 dPp(x)
2m  dz?

+V(z)p(z) = Ep(z)
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1.3) L’équation de Schrodinger peut étre écrite sous la forme :

d?p(x m
4 2 (B - V(@) pla) =0

C’est une équation différentielle de deuxiéme ordre dont la solution dépend de signe de E — V (x) alors :

a) Pour le domaine (1) : V(z) = 0 donc I’équation devient :

d*p(x) 2mE
dx2 h2

p(z) =0

L’équation caractéristique est :

2mE omE
r? 4 ;72 —0 = r=i %:iikl

La solution générale s’écrit alors sous la forme :
p1(w) = Ay exp(ikiz) + By exp(—ikiz)
b) Pour le domaine (2) : V(z) =V, > E donc ’équation devient :

d>p(z)  2m(Vy — E)

df172 - h2 (10<x) = O
L’équation caractéristique est :
2m(Vop — FE 2m(Vp — FE
rz_%zo L oo %):ikg

La solution générale s’écrit alors sous la forme :
pao(x) = Ay exp(kox) + By exp(—kox)
¢) Pour le domaine (3) : V(z) = 0 donc I’équation devient :

d*p(z) 2mE

dz? pz @) =0
L’équation caractéristique est :
2mE 2mE
r? 4 :2 =0 = =i %:iikgziikl

La solution générale s’écrit alors sous la forme :
ws3(x) = Az exp(ikiz) + Bs exp(—ikix)

Donc la solution générale dans tout 1’espace s’écrit :

v1(z) = Ay exp(ikiz) + By exp(—ikix) si <0
o(x) = p2(x) = Ay exp(keox) + Be exp(—koz) si 0<z<a

p1(z) = Az exp(ikiz) + B3 exp(—ikix) si z>a

Avec :

k1:k3: —— et k2:
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1.4) Par définition :
E
U(x,t) = p(z) exp (—iht)
Alors :

h h

La fonction d’onde dans le premier domaine est alors une combinaison d’une onde plane progressive monochromatique

E E
Uy(x,t) = Ay expi (klx — t) + Biexp —1 (k;la: + t)

E E
A expi (klx - ht> incidente sur la barriére et une onde plane régressive monochromatique By exp —1 <k1x + ht> réfléchie.

Pour le deuxiéme domaines :
E E
Uo(x,t) = Ay exp(kox) exp (—zht) + By exp(—kox) exp (—@ht)

C’est une combinaison d’ondes évanescentes qui oscillent dans le temps mais pas dans ’espace. Le premier terme est une onde
dont l'intensité augmente avec = alors que le deuxiéme terme est une onde dont 'intensité diminue avec x.

Pour le troisiéme domaine, ’expression est similaire & ’expression du premier domaine :

Us(x,t) = As expi <k1x - §t> + Bsexp —1 (klm + %t)

La fonction d’onde dans le premier domaine est alors une combinaison d’une onde plane progressive monochromatique

E E
Asexpi (k:la: - ht) incidente sur la barriére et une onde plane régressive monochromatique B3 exp —1 <k1:c + ht> réfléchie.

1.5) La source est a gauche de la figure donc dans le domaine (3), on n’a pas de réflexion alors on ne peut pas avoir une onde
régressive qui se propage dans le sens des = décroissants alors Bs = 0.

Vo

©
O,
©

1.6) La fonction yp(x) est une fonction continue en =0 et = a alors :

pir(z=0)=@2(x=0) et pa(r=a)=gps(z=a)

Ce qui donne :

Ay + By = Ay + By et As exp(kaa) + By exp(—koa) = As exp(ikia)

La dérivée de ¢(x) est aussi continue en =0 et z = a donc :

dpi(x), o _ dea(@)

dpa(x)
dx

(Jc:a):d@d?’ia(f)(x:a)

Alors :

ZklA — ilel = k‘QAQ — kQBQ et [ kgAQGCCp(kQCL) — kQBQ@IIZp(*k?Qa) = iklAge:cp(ikla) ]

Ces quatre équations permet de déterminer toutes les constantes en fonction d’une seule (qu’on peut déterminer aussi en utilisant
la condition de normalisation).
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1.7) On a:
1

1+
AE(Vy — E)sh2(kza)

Dans 'approximation de la barriére épaisse kea >> 1, on a :

T =

1
exp(—koa) << exp(kaa) =  sh?(ka) = iemp(2k:2a) >>1
Alors :
1 4
2 2
1+ % 1+ %
4E(Vy — E)sh?(kqa) 4E(Vy — E)exp(2kqa)
1 _E(V, - E)
4V02 - ‘/02
4E(Vy — E)exp(2kqa)

1

T:

exp(—2kqa) = Toexp(—nkza)

Par identification, on a :

EVy—-F
Tozi(gfz ) et n=2
0

1.8) Etude de la fonction :
_EW - E)

2m(V0 - E)
T ~ il S
‘/'02

exp(—2kqa) avec: ko = 2

e En fonction de a : lorsque a augmente exp(—2kea) diminue donc le coefficient 7' diminue aussi. Alors La probabilité qu’une
particule traverse la barriére devient plus faible.

e En fonction de m : lorsque m augmente, ko augmente donc exp(—2ksa) diminue donc le coefficient T diminue aussi. Alors
La probabilité qu’une particule traverse la barriére devient plus faible.

e En fonction de a : lorsque (V) — E) augmente ko augmente donc exp(—2kza) diminue mais Tj augmente. Mais physiquement
Paugmentation de (Vy — E) correspond a 'augmentation de Vj le potentiel de la barriére la diminution de I’énergie de la particule
ce qui va diminuer la probabilité de passage de cette particule par la barriére donc 7' diminue.

1.9) Application numérique :
a) Cas d’un cycliste : c’est un objet macroscopique donc I’étude doit ce faire par la mécanique classique qui prédit que
le cycliste ne peut pas franchir la colline.
b) cas d’un électron : c’est objet microscopique donc on peut appliquer la mécanique quantique. Premiérement, on
vérifie I’hypothése de la barriére épaisse :

2m(Vs — E)

~ (0,51
h )

koa = a

Donc I’hypothése (kaa >> 1) n’est pas vérifiée alors on doit utiliser I’expression exacte :

1
T = 5 AN : T =~ 0,23
VO

1
T IEVy — B)sh2(kaa)

La probabilité de passage de cet électron par la barriére est 0, 23.

¢) cas d’un proton : c’est objet microscopique donc on peut appliquer la mécanique quantique. Premiérement, on vérifie
I’hypothése de la barriére épaisse :

2m(Vo — E)

~22>>1
h

koa = a
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Donc on peut dire que I’hypothése est vérifiée alors on peut appliquer ’expression approchée :

E(Vo— E

T=="75 )exp(—nga) AN : [ T=1,8810"% ]
0

Le coefficient de transmission est pratiquement nul donc la probabilité de passage d’un proton est pratiquement nulle.
2. Radioactivité « - loi de Gamow - Condon - Gurney

2.1) La cohésion entre deux entités de méme charge dans le noyau est assurée par la force nucléaire forte. C’est la force la
plus forte dans la nature mais sa portée est limitée & des distances de I’ordre de grandeur de noyau atomique 1071° m

2.2) La particule « est émise avec une énergie F, et elle doit franchir une barriére de potentiel caractérisée par un potentiel
V., > E donc classiquement c’est impossible mais l'effet Tunnel purement quantique permet d’expliquer cette émission car la
probabilité d’avoir une particule o & ’autre coté de la barriére n’est pas nul.

2.3) D’apres le relation de Luis de Broglie :

h
ALpDB=— = —— AN : Ao = 6,54107'° m = 6,54 fm
p 2mo B

La valeur obtenue a l'ordre de grandeur de la particule émise. donc la particule doit étre étudiée quantiquement.

2.4) D’aprés le schéma :

K Z —2)e? K Z —2)e?
Vireg) =Vin=—= Z-2)e et Vin)=E=—= Z =2
70 2megry 1 2mepTy

AN:

Vi, = 33,93 MeV et rn=5210""m

L’épaisseur de la barriére correspond & 6 fois le rayon du noyau atomique de radium.

2.5) La probabilité que la particule franchisse la barriére augmente lorsque la différence entre I’énergie E de la particule et
le potentiel V,,, de la barriére est faible. Le potentiel V,,, est positif donc la particule va avoir une probabilité plus grande de
franchir la barriére si ’énergie E est positive aussi.

2.6) 2.6.1) Dans lapproximation de la barriére épaisse, on peut écrire le coefficient de transition en r et en r + dr ce qui
donne : BV 5 B2V 5
EWV(r) —E) ‘/(z)); )ea:p(—ng(r)r) et T(r+dr)= (V(r) )

r

1) = “VerE

exp(—2ks(r)(r 4 dr))

Alors :
E(V(r) - E)

Vi(r)?

Or dr est un infinitésimal donc un développement limité permet d’écrire que :

dT =T(r+dr)—T(r) = exp (—2ka(r)r) (exp(—2ka(r)dr) — 1)

exp(—2ks(r)dr) ~ 1 — 2ko(r)dr

Alors :

dT = ng(r)erexp (—=2ko(r)r) = —2ko(r)drT(r)
Donc :

d?T = —2ko(r)dr Avec : ka(r) = 2Ma (‘;(T) —F)
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2.6.2) En intégrant I’équation précédente entre r = r et r = r1, on trouve :

[ G = o) = £ ) = Enr) = [ 2oy

(0]

Or:

™ 1 22 m 242 oK 22 " K K
/ —2k2(r)dr:/ ks () dr = — th“/ SV =B dr = — th“/ VE B tha/ JE-E
0 70 0 To o 1

Ce qu’on peut écrire sous la forme :

In(r()) = - 22K | ST

2.6.3) En utilisant le faite que r = r; cos?(6), on aura :

dr = —r12cos(0)sin(0)do

Donc l'intégral devient :

RV ’ 1 1 To
P = —— o — — (-2 ) A : = v
/TO \/i dr /00 rcos2(8) (—r12cos(0)sin(0))df Avec: 6y = arccos ( 7’1)

Ce qu’on peut simplifier sous la forme :

0o bo 1 _
/,/f——dr—%ﬁ V1 +tan?(0) — 1 sin(0)cos( 9—2\F/ sin? d9—2\r/ Md&

L’intégration donne :

0o
T1 1 1 0— %SZTL(29) 1
Jee —dr=2 T — Zsin(2
/TU m dr Vr 5 VT (90 2sm( 90)>
0
Donc :
VA VA 1
Ln(@(n)) =~ 22 VE (g L 090y} = ~ 22 VE K (0 L gy
h 2 h E 2
Donc : _
_ 2K\/ 1 . ] _ ro
Ln(T) = W (00 - 28171(290)) Avec : 0o = arccos ( T1)
2.6.4) On a:
2K+/2m 1
Ln(T) = — —E (90 — 25m(290)>
Avec :

6o = arccos (1 /TO> = sin(20p) = 2cos(0p)sin(fy) = 2, /T—O1 [1-2
1 1 T1

Or ro << 71, donc en effectuant un développement limité & ’ordre 1, on écrit :
[T / r Iz
sin(20p) = 2 2 2 ( ) 2,/ 2
T T1

To ™ To
6o = arccos — === /=
T1 2 71
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Donc I'expression devient :

=5 (G = G o)

K K
Or E=— doncry = ol ce qui permet de trouver la formule de Gamow- Condon - Gurney :
™

42maro K Km\/2mg
Ln(T): maTo . ™ m 2014—072

h WE VE

Par identification, on a :

CcC1 = Coy =

4/ 2maro K ] ot 7K7r\/2ma
h

2.7) Le nombre dN de noyaux désintégrent pendant dt est proportionnelle au nombre N de noyau non restent, a la durée dt
donc :

dN = —ANdt
L’activité est donc :
dN
f=——=)\N
dt
Alors N(t) est régit par ’équation :
dN
— 4+ AN =0
a

C’est une équation différentielle linéaire de premier ordre dont 1’équation générale s’écrit sous la forme :

N(t) = Ny exp(—At)

2.8) Par définition :

N
N(©) = 70 = Ny exp(—AO)
Alors :
_ In(2)
0= A
AN:

© = 1600, 8 ans

2.9) 2.9.1) On peut considérer que la particule (ponctuelle) & 'intérieur du noyau est un systéme classique conservatif
donc I’énergie de cette particule est constante alors :

2(E + V)
m

1
E:EC+Ep:§mU§—‘/0 = o
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2.9.2) Par définition la fréquence d’oscillation dans ce cas c’est l'inverse de la durée At d’une oscillation avec la vitesse vg.

Donc :
U()At = 27“0
Alors :
1 Vo
I=5%7" 2

2.9.3) Le nombre N, de particules « émise par unité de temps est le produit de nombre de particule en collision avec la paroi
par unité de temps (c’est le nombre totale fois la fréquence) et la probabilité de passage T' donc :

T
N,=NfT =N22p - y%&
27“0 27’0

Pendant une durée dt, le nombre de noyaux qui se désintégrent est :

T
dN = —N,dt = —N 2% gt
27“0

2.9.4) D’apreés la question 2.9.3, on a :
dN = —ANdt

Alors par identification avec I’expression de la question précédente, on a :

_ Tl
B 27’0

2.9.5) D’apres la question 2.8, la période radioactive est donnée par :

_ L) v T o

(C) 3 = Ln(©) = Ln(Ln(2)) — Ln(\) = Ln(Ln(2)) — Ln(2—) = Ln(Ln(2)) — Ln(2 ) — Ln(T)
To o
Or d’apreés la question 2.6.4 :
In(T)=c + %
Donc :
v C2 C4

Par identification :

4/2maro K Kmv/2mq
cs = Ln(Ln(2)) — Ln(;TO) —c1 = Ln(Ln(2)) — Ln(QWTO) - % et 4y =—cy = %
0 0

2.9.6) La courbe expérimentale est pratiquement en accord avec le résultat théorique pour la majorité des noyaux. Pour
certains noyaux, on remarque un écart entre la valeur théorique de I’énergie et la valeur expérimentale. L’écart relative de ces
éléments par rapport & la courbe théorique est plus faible que 20% donc on peut considérer que cette théorie est une premiére
approximation qu’on peut améliorer.
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