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�
�Partie 1 : Champ magnétique d'une spire circulaire

1) En utilisant la base cartésienne (−→e x,−→e y,−→e z), on remarque les plans (M,−→e x,−→e z) et (M,−→e y,−→e z) sont des plans d'anti-
symétrie alors le champ magnétique (qui est un pseudo-vecteur) appartient à ces plans donc le vecteur champ magnétique est
porté par −→e z le vecteur commun entre les deux plans :

−→
B sp(M) = Bsp(M)−→e z

2) En utilisant la loi de Biot et Savart, le champ magnétique crée par la spire est donné par :

−→
B sp(M) =

µ0

4π

ˆ
d
−→
C ∧
−−→
PM

−−→
PM3

P est un point quelconque de la spire alors que d
−→
C est l'élément de courant correspondant avec :

d
−→
C = I

−→
dl = Irdϕ−→e ϕ = Iadϕ−→e ϕ Et

−−→
PM = −a−→e r + z−→e z ⇒ PM =

√
a2 + z2

ZO

P

I M

−→e r

Alors :
−→
B sp(M) =

µ0

4π

ˆ 2π

0

Iadϕ−→e ϕ ∧ (−a−→e r + z−→e z)
(R2 + z2)

3
2

=
µ0Ia

4π

ˆ 2π

0

a−→e z + z−→e r
(a2 + z2)

3
2

dϕ

Selon la première question, le champ magnétique est suivant −→e z alors la composante suivant −→e r est nulle. Donc :

−→
B sp(M) =

µ0Ia

4π

ˆ 2π

0

a−→e z
(a2 + z2)

3
2

dϕ =
µ0IR

4π

a−→e z
(a2 + z2)

3
2

ˆ 2π

0

dϕ =
µ0I

2a
−→e z

1(
1 +

z2

a2

) 3
2

Or d'après le schéma, on remarque que :

tan(α) =
a

z
⇒ 1 +

z2

R2
= 1 +

1

tan2(α)
=

1

sin(α)2

Alors le champ magnétique crée en un point M de l'axe est donné par :

−→
B sp(M) =

µ0I

2a
sin3(α)−→e z

Pour O, on a α =
π

2
donc le champ magnétique est maximal :

−→
B sp(O) =

µ0I

2a
−→e z
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3) D'après la question précédente :

Bsp(M) =
µ0I

2a

1(
1 +

z2

R2

) 3
2

Les limites de la fonction sont :

Bsp(z → 0) =
µ0I

2a
et Bsp(z → +∞) = 0

Le fonction est continue et décroissante alors l'allure correspondante est :

z

Bsp
µ0I

2a

4) Application numérique :

• Pour I = 1 A, on a :

Bsp(O) =
µ0I

2a
= 1, 26 10−5 T = 12, 6µT

• Pour Bsp(O) = 1 T , on a :

I =
2a

µ0
Bsp(O) = 79577, 5 A = 79, 6 kA

On peut dire donc que l'unité tesla (T ) est une unité très grande devant les champs ordinaires générés par les systèmes
magnétiques. En pratique, un champ magnétique intense peut être trouvé au voisinage d'un pulsar (type d'étoile qui génère des
champs de l'ordre de 1011 T ) ou au voisinage d'un électro-aiment puissant (dans LHC par exemple, on génère des champs de
l'ordre de 10 T ): �� ��Partie 2 : Modélisation d'une bobine

1. Champ magnétique crée par une bobine in�nie

1.1) Le champ magnétique crée par la bobine peut être obtenu - D'après le théorème de superposition - par une somation du
champ crée par portion d'épaisseur dz (qui peut être modélisée par une spire circulaire de rayon a). le champ élémentaire crée
par la bobine est alors donnée par :

d
−→
B so(M) = Nd

−→
B spire(M) = n.dz

−→
B so(M)

Le champ magnétique crée en un point M de l'axe est donc :

−→
B so(M) = n

ˆ −→
B spire(M)dz

Or d'après la question 2 de la partie 1.
−→
B spire(M) =

µ0I

2a
sin3(α)−→e z
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Et d'après le schéma de la première partie :

tan(α) =
a

z
⇒ z =

a

tan(α)
⇒ dz =

adα

sin2(α)

Alors :
−→
B so(M) =

µ0nI

2a

ˆ α2

α1

sin3 (α)
adα

sin2(α)
−→e z =

µ0nI

2

ˆ α2

α1

sin(α)−→e z

Donc :

−→
B so(M) =

µ0nI

2
(cos(α1)− cos(α2))−→e z

1.2) Pour une bobine in�nie, on aura :
α1 = 0 et α2 = π

Donc :

−→
B so(M) = µ0nI

−→e z

1.3) Pour montrer que
−→
B (M) = B(r)−→e z, on utilise l'étude de la symétrie et l'invariance.

• Etude de la symétrie : La bobine possède (M,−→e r,−→e θ) comme plan de symétrie alors :

−→
B (M) = B(M)−→e z = B(r, θ, z)−→e z

• Étude de l'invariance : la symétrie de la distribution est cylindrique donc on a une invariance par rotation autour de l'axe
OZ alors le champ magnétique ne dépend pas de θ. D'autre part, la bobine est in�nie ce qui donne une invariance par translation
le long de OZ donc le champ magnétique ne dépend pas de z. Alors :

−→
B (M) = B(M)−→e z = B(r)−→e z

1.4) En régime statique dans le vide, les équations de Maxwell devient :

div(
−→
E ) =

ρ

ε0
; div(

−→
B ) = 0 ;

−→
rot(
−→
E ) =

−→
0 et

−→
rot(
−→
B ) = µ0

−→
j

1.5) D'après l'équation de Maxwell-Ampère dans le cas statique, on a :

−→
rot(
−→
B ) = µ0

−→
j ⇒ −dB(r)

dr
−→e θ = µ0

−→
j

Loin de la surface de la bobine, la densité du courant
−→
j est nulle donc :

dB(r)

dr
= 0

Le champ magnétique ne dépend pas alors de r donc il est uniforme. D'après la question 1.2, le champ magnétique crée par la
bobine in�nie (car les e�ets de bord sont négligeables) est :

−→
B so(M) = µ0nI

−→e z

Donc le champ magnétique en tout point M à l'intérieur de la bobine est donné par :

−→
B int(M) = µ0nI

−→e z
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1.6) La relation de passage du champ magnétique s'écrit sous la forme :

−→
B ext(M)−

−→
B int(M) = µ0

−→
j s ∧ −→e r

Donc : −→
B ext(M) =

−→
B int(M) + µ0

−→
j s ∧ −→e r

Or le courant I peut être vue comme un courant surfacique de densité
−→
j s homogène. En e�et, à travers une section de longueur

l, passe un courant d'intensité I ′ qui correspond à un nombre N de courant I :

I ′ = NI = nlI =

ˆ
−→
j s.(dl

−→e θ) = jsl ⇒ −→
j s = nI−→e θ

Donc : −→
B ext(M) = µ0nI

−→e z + µ0nI
−→e θ ∧ −→e r =

−→
0

Alors à l'extérieur de la bobine (c'est-à-dire pour r > a), le champ magnétique est nul :

−→
B ext(M) =

−→
0

2. L'ARQS magnétique

2.1) L'approximation du régime quasi-stationnaire, consiste à négliger le courant de déplacement devant le courant de di�usion
dans l'équation de Maxwell-Ampère :

−→
rot(
−→
B ) = µ0

−→
j + µ0ε0

∂
−→
E

∂t
' µ0

−→
j

Cette approximation est valable lorsque la longueur d'onde λ associée à l'onde électromagnétique est très grande devant la taille
caractéristique a du circuit :

λ > a ⇒ λ = cT =
2πc

ω
>> a ⇒ ω <<

2πc

a

2.2) L'expression fournie du champ magnétique dans A.R.Q.S. doit donner l'expression trouvée dans le cas statique pour
ω = 0 donc :

−→
B (r, t) = B0

−→e z =
−→
B int(M) = µ0nI0

−→e z ⇒ B0 = µ0nI0

2.3) D'après l'équation de Maxwell-Faraday, un champ magnétique
−→
B (M, t) variable dans le temps génère un champ électrique

−→
E (M, t) qui est à priori variable. Le champ électrique doit véri�er aussi les invariances du champ magnétique donc il dépend
de r et du temps. D'autre part, le plan (M,−→e r,−→e θ) est un plan "d'anti-symétrie" du la distribution cylindrique donc le champ
électrique est perpendiculaire à ce plan alors : −→

E (r, t) = E(r, t)−→e θ

2.4) D'après l'équation de Maxwell-Faraday, on a :

−→
rot(
−→
E ) = −∂

−→
B

∂t
= B0ωsin(ωt)−→e z

Or le rotationnel (NB : donnée manquante) dans ce cas s'écrit :

−→
rot(
−→
E ) =

−→
rot (E(r, t)−→e θ) =

1

r

d(rE(r, t))

dr
−→e z

Alors :
1

r

d(rE(r, t))

dr
= B0ωsin(ωt) ⇒ E(r, t) =

r

2
B0ωsin(ωt)
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Donc le champ électrostatique associé au champ magnétique est :

−→
E (M) = B0

rω

2
sin(ωt)−→e θ

2.5) La densité d'énergie électrique est donnée par :

ue(t) =
1

2
ε0
−→
E 2 = B2

0

r2ω2

8
ε0sin

2(ωt)

Sa valeur moyenne est donnée par :

< ue >=
1

T

ˆ T

0

ue(t)dt = B2
0

r2ω2

8T
ε0

ˆ T

0

sin2(ωt)dt = B2
0

r2ω2

16T
ε0

ˆ T

0

(1− cos(2ωt)) dt

Ce qui donne :

< ue >= B2
0

r2ω2

16
ε0

D'autre part, la densité d'énergie magnétique est :

um(t) =
1

2µ0

−→
B 2 =

B2
0

2µ0
cos2(ωt)

Alors que la valeur moyenne est donc :

< um >=
1

T

ˆ T

0

um(t)dt ⇒ < um >=
B2

0

4µ0

2.6) La contribution électrique par rapport à la contribution magnétique peut être mesurée par l'expression :

< ue >

< um >
=
B2

0

r2ω2

16
ε0

B2
0

4µ0

=
r2ω2

4
ε0µ0 =

r2ω2

4c2
<<

r2π2

a2
∼ 1 car :

ω

c
<<

2π

a

Donc la contribution électrique est très faible devant la contribution magnétique :

< ue > << < um >

2.7) On a :

−→
B (r, t) = µ0ni(t)

−→e z et
−→
E (r, t) = µ0nI0

rω

2
sin(ωt)−→e θ ⇒

−→
E (r, t) = −µ0n

r

2

di(t)

dt
−→e θ

Le vecteur de Poynting est par dé�nition :

−→
Π(M, t) =

−→
E ∧

−→
B

µ0
= −µ0n

2 r

2
i(t)

di(t)

dt
−→e r

Ce qu'on peut écrire sous la forme :

−→
Π(M, t) = −µ0n

2r

2

d

dt

(
1

2
i2(t)

)
−→e r
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2.8) La puissance rayonnée à travers la surface qui limite la portion de la bobine (r = a) de longueur l est :

Pray =

¨ −→
Π .
−→
dS =

ˆ l

0

ˆ 2π

0

−µ0n
2r

2

d

dt

(
1

2
i2(t)

)
rdθdz

Pray = −µ0n
2a2πl

d

dt

(
1

2
i2(t)

)

D'autre part, l'énergie magnétique contenue dans la portion de la bobine de longueur l est :

Um =

˚
1

2µ0

−→
B 2dτ =

˚
1

2µ0
µ2
0n

2i2(t)dτ =
1

2µ0
µ2
0n

2i2(t)

ˆ l

0

dz

ˆ a

0

rdr

ˆ 2π

0

dθ ⇒ Um '
1

2
µ0n

2i2(t)πa2l

On remarque que :

dUm
dt
' µ0n

2a2πl
d

dt

(
1

2
i2(t)

)
= −Pray

2.9) L'équation de conservation d'énergie est donnée par :

duem
dt

= −div
(−→

Π
)
−−→j .

−→
E

Dans notre cas, on n'a pas de courant volumique dans
−→
j =

−→
0 alors :

duem
dt

= −div
(−→

Π
)

Or la densité d'énergie électromagnétique est donnée par :

uem =
1

2
ε0
−→
E 2 +

1

2µ0

−→
B 2

La contribution électrique est négligeable devant la partie magnétique donc :

uem '
1

2µ0

−→
B 2 =

µ0n
2

2
i2(t)

D'autre part :

div
(−→

Π
)

= −div
(
µ0n

2r

2

d

dt

(
1

2
i2(t)

)
−→e r
)

= −µ0n
2

2

d

dt

(
1

2
i2(t)

)
div (r−→e r)

Or :

div (r−→e r) =
1

r

dr2

dr
= 2

Alors :

div
(−→

Π
)

= −µ0n
2

2

d

dt

(
i2(t)

)
Donc :

div
(−→

Π
)

= −∂uem
∂t

Les expressions trouvées dans les questions précédentes véri�ent alors l'équation locale de conservation d'énergie électromagnétique.
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3. Caractéristiques d'une bobine

3.1. Self inductance

3.1.1) Le �ux du champ magnétique à travers l'ensemble des N spires de la bobine est donné par :

Φ = N

ˆ
spire

−→
B.
−→
dS = N

ˆ 2π

0

ˆ a

0

µ0ni(t)rdrdθ = µ0nNi(t)πa
2

Or N = n.l donc :

Φ = µ0n
2lπa2i(t)

3.1.2) Par dé�nition, le coe�cient d'auto-inductance est donnée par :

Φ(t) = Li(t) ⇒ L =
Φ

i(t)

Donc :

L = µ0n
2a2πl

3.2. Résistance interne

3.2.1) D'après la loi d'Ohm généralisée :
−→
j = γ

−→
E ⇒

−→
E =

j

γ
−→e z

Or l'intensité du courant I est dé�nie comme étant le �ux de la densité volumique du courant le long du cylindre :

I =

¨
−→
j .
−→
dS =

ˆ 2π

0

ˆ d
2

0

jrdϕdr = jπ
d2

4
⇒ j =

4I

πd2

Alors le champ électrique au sein du conducteur est donné par :

−→
E =

4I

πd2γ
−→e z

3.2.2) La tension entre les bornes du �l conducteur est donnée par :

U =

ˆ −→
E .
−−−→
dOM =

ˆ l′

0

Edz = El′

Alors :

U =
4Il′

πd2γ

3.2.3) La résistance électrique du �l conducteur peut être déduite à partir de la loi d'Ohm intégrale :

r =
U

I
⇒ r =

4l′

πd2γ

3.2.4) La longueur l′ de l'enroulement correspond pratiquement à N fois le périmètre d'une spire donc :

l′ = 2πaN Alors : r =
8aN

d2γ
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4. Mesure de l'impédance d'une bobine

4.1) Par analyse dimensionnelle, on montre que k s'exprime en V −1.

4.2) La relation liant l'intensité i du courant traversant une bobine avec la di�érence de potentiel u entre ces bornes est :

u = L
di

dt
+ ri

En notation complexe, cette relation devient :

u = L
di

dt
+ ri = (jLω + r)i

Donc l'impédance associée à la bobine est :

Z =
u

i
= jLω + r

4.3) L'impédance d'entrée du multiplieur est in�nie donc les dipôles R0 et Z sont en série. Alors :

u1(t) = Zi = (jLω + r) I0 exp(jωt) et u2(t) = R0i = R0I0 exp(jωt)

En notation réelle, on obtient :

u1(t) = I0
√
L2ω2 + r2 cos

(
ωt+ arctan

(
Lω

r

))
et u2(t) = R0I0 cos(ωt)

4.4) Par dé�nition :

u3(t) = ku1(t)u2(t) = kRI20
√
L2ω2 + r2 cos(ωt)cos

(
ωt+ arctan

(
Lω

r

))
Ce qu'on peut écrire sous la forme :

u3(t) =
1

2
kRI20

√
L2ω2 + r2

[
cos(arctan

(
Lω

r

))
+ cos

(
2ωt+ arctan

(
Lω

r

)]

Le spectre correspondant contient alors deux pics le premier correspond à la composante continue (d'amplitude c0) et le deuxième
correspond à la pulsation 2ω et dont l'amplitude est c1. Alors :

c0 =
1

2
kRI20r et c1 =

1

2
kRI20

√
L2ω2 + r2

Car :

cos

(
arctan

(
Lω

r

))
=

1√
1 +

L2ω2

r2

=
r√

r2 + L2ω2

ω

u3

c1

c0

2ω

Spectre de la tension u3
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4.5) L'analyse du circuit donne :

Hautes fréquences :

e(t)

R

s(t)

Alors : s(t) = 0

basses fréquences :

e(t)

R

s(t)

e(t) = Ri(t) + s(t) Alors : s(t) = e(t)

Alors c'est un �ltre passe bas.

4.6) La résistance R et le condensateur sont en série donc en appliquant la loi du diviseur de tension, on trouve que :

u4 =
Zc

Zc +R
u3 ⇒ H(jω) =

1

1 + jRCω

On remarque que en hautes fréquences (ω 7→ +∞), la fonction du transfert devient nulle alors qu'en basses fréquences (ω 7→ 0)
la fonction de transfert tend vers l'unité ce qui con�rme que le circuit est un �ltre passe bas.

4.7) La pulsation de coupure est dé�nie par :

|H|(ωc) =
Hmax√

2

Or pour ce circuit Hmax = 1 (limite lorsque ω 7→ 0 car c'est un passe bas). Alors :

1√
1 +R2C2ω2

c

=
1√
2
⇒ ωc =

1

RC

4.8) D'après le spectre vue précédemment, la tension u3(t) contient deux composantes une constante et une alternative de
pulsation 2ω. Alors à la sortie de �ltre passe bas, on peut obtenir une tension constante si on choisit ωc (et donc R et/ou C) de
telle sorte que :

0 << ωc =
1

RC
<< 2ω

Dans ce cas la tension à la sortie est donnée par :

u4 =
1

2
kRI20r Donc : r =

2u4
kRI0

Donc la mesure de la valeur de u4 connaissant R, k et I0 permet de déterminer r.

4.9) En remplaçant R0 par C0, on obtient :

i(t) = C
du1(t)

dt
⇒ u1(t) =

ˆ
i(t)

C
dt =

I0
C

ˆ
cos(ωt)dt

Alors :

u1(t) =
I0
Cω

sin(ωt)

N.B : on peut utiliser aussi la notation complexe pour retrouver se résultat.
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4.10) Par dé�nition :

u3(t) =
kRI20

√
L2ω2 + r2

Cω
sin(ωt)cos

(
ωt+ arctan

(
Lω

r

))
Ce qu'on peut écrire sous la forme :

u3(t) =
kRI20

√
L2ω2 + r2

2Cω

(
sin

(
2ωt+ arctan

(
Lω

r

))
+ sin

(
arctan

(
Lω

r

)))

Le spectre correspondant contient alors deux pics le premier correspond à la composante continue (d'amplitude c0) et le deuxième
correspond à la pulsation 2ω et dont l'amplitude est c1. Alors :

c0 =
kRI20L

2C
et c1 =

kRI20
√
L2ω2 + r2

2Cω

ω

u3

c1

c0

2ω

Spectre de la tension u3

4.11) De même façon que la question 4.8, la �ltre RC permet d'éliminer la composante de pulsation 2ω si la pulsation de
résonance ωc véri�e la même condition vue précédemment :

0 << ωc =
1

RC
<< 2ω

Dans ce cas, la tension u4 devient :

u4 =
kRI20L

2C
⇒ L =

2u4C

kRI20
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