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Partie 1 : Champ magnétique d’une spire circulaire

1. Tout plans diamétral est un plan d’anti-symétrie pour la distribution de

courant donc plans de symétrie pour le vecteur axial
−→
Bsp(M)

Donc
−→
Bsp(M) appartient à l’intersection de ces plans :

−→
Bsp(M) = Bsp(M)−→ez .

2.
−→
dB =

µ0I

4π

−−→
dOP ∧

−−→
PM

PM3
avec

−−→
dOP = Rdθ~eθ et

−−→
PM = (z~ez − a~er) ⊥

−−→
dOP

z

MO

α −→
dB

P

α
I

Donc ‖−−→dBsp‖ =
µ0Iadθ

4πPM2
, dBz =

−−→
dBsp.~ez = dBsp sinα

Soit : dBz =
µ0Iadθ

4πPM2
sinα ⇒ Bz =

µ0I

4πPM2
(sinα)a

∫ 2π

0 dθ

D’où : Bz =
µ0Ia× 2π

4πPM2
sinα =

µ0I

2

a sinα

PM2

Avec sinα = a
PM

⇒ 1
PM2 = ( sinα

a
)2

On obtient
−→
Bsp(M) =

µ0I

2a
sin3 α−→ez

Au centre de la spire α = π
d
, donc Bsp(O) =

µ0I

2a

3. On a sinα = a
PM

= a√
a2+z2

. Donc Bsp(z) =
µ0I

2

( a2

(a2 + z2)
3

2

)

z

Bsp(z)

Bsp(O)

4. Bsp(O) =
µ0I

2a
, AN : Bsp(O) =

4π × 10−7 × 1

2× 5× 10−2
,

Bsp(O) = 1, 26× 10−5 T , soit Bsp(O) = 10−5 T
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I =
2aBsp(O)

µ0
, AN : I =

2× 5× 10−2 × 1

4π × 10−7
, I = 7, 9× 104A

Ou encore I = 8× 104A

Intensité electrique très forte ! irréalisable en l’absence d’un système de re-

froidissement.

Pour obtenir un champ magnétique intense on peut utiliser :

• un aimant, ou

• une bobine, formée à partir d’un supraconducteur, parcourue par un cou-

rant intense.

Partie 2 : Modélisation d’une bobine

1. Champ magnétique créé par une bobine infinie

Iα1dI
α

dz

P

z

OM

α2

1.1. La tranche dz par courue pour le courant dI = Indz crée en M un

champ magnétique élémentaire
−→
dBso(M) =

µ0dI

2a
sin3 α−→ez =

µ0Indz

2a
sin3 α−→ez

Or : cotanα = z−zM
a

⇒ dz = −a dα

sin2 α

Donc :
−→
dBso(M) =

µ0nI

2a
(−a sinαdα)−→ez

D’où :
−→
B so(M) =

µ0nI

2
(
∫ α1

α2

− sinαdα)−→ez =
µ0nI

2

[

cosα
]α1

α2

−→ez

Ou encore
−→
B so(M) =

µ0nI

2
(cosα1 − cosα2)

−→ez
1.2. Pour une bobine de longueur infinie (l >> a) : α1 → 0 et α2 → π :

−→
B so(M) = µ0nI

−→ez

1.3. • Le plan Π(M,~er, ~eθ) étant un plan de symétrie pour la distribution

de courant, il est aussi un plan d’antisymétrie pour le pseudo-vecteur
−→
B ,

donc
−→
B ⊥ Π(M,~er, ~eθ), d’où

−→
B (M) = B(r, θ, z)~ez.

• La distribution de courant est invariante par rotation de θ autour

de (Oz) et par translation selon l’axe (Oz), de même pour le champ
−→
B (M),

donc le champ magnétique ne dépend ni de θ ni de z, il ne dépend que de r.
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D’où :
−→
B (M) = B(r)~ez

1.4. Équations de Maxwell en régime stationnaire :

Mφ : div
−→
B (M) = 0 ; MF :

−→
rot

−→
E (M) = 0

MG : div
−→
E (M) = ρ(M)

ε0
; MA :

−→
rot

−→
B (M) = µ0

−→
j (M)

1.5. Pour r < a
−→
B (M) = B(r)~ez ⇒ −→

rot
−→
B = −dB

dr
~er = ~0, donc le champ

magnétique est uniforme à l’intérieur de la bobine infinie.

De même pour r > a.

Pour r < a :
−→
B (r) =

−→
B (r = 0) = µ0nI~ez

Remarque : Le champ magnétique n’est pas défini en r = a, il y subit une

discontinuité à cause de modèle surfacique de la distribution de courant sur

la surface latérale de la bobine.

1.6. Relation de passage Pour
−→
B :

−→
B (r = a+)−−→

B (r = a−) = µ0
−→
j s ∧ ~er avec

−→
j s = js~eθ

Or : dI = nIdz = jsdz ⇒ −→
j s = nI~eθ

D’où :
−→
B (r = a+) =

−→
B (r = a−) + µ0nI~eθ ∧ ~er

Soit
−→
B (r = a+) = µ0nI~ez − µ0nI~ez = ~0.

Puisque
−→
B est uniforme, alors

−→
B (r > a) =

−→
B (r = a+) = ~0 : le champ ma-

gnétique est nul à l’extérieur d’une bobine de longueur infinie.

2. L’ARQS magnétique

2.1. L’appoximation des régimes quasi-stationnaire consiste à négliger les

phénomène de propagation. On néglige alors le retard τ dû à la propgation

devant la durée T cractéristique de l’évoluion des sources. Dans ce cas l’ARQS

est valable si τ = a
c
<< T = 2π

ω
, ou encore si ωa

2c
<< π

2.2. B0 = µ0nI0

2.3. Selon l’équation MF :
−→
rot

−→
E = −∂

−→
B
∂t

, un champ magnétique
−→
B (t) dé-

pendant du temps crée un champ électrique
−→
E .

La plan (M,~ez, ~er) est un plan de symétrie pour l’ensemble {−→B, bobine},
donc plan d’anti-symétrie pour le vecteur polaire

−→
E (

−→
E ⊥ à ce plan) :

−→
E (M, t) = E(M, t)~eθ.

L’ensemble précédent est invariant par rotation de θ autour de (Oz) et par

translation selon l’axe (Oz), donc de même pour
−→
E . D’où

−→
E ne dépend que

de r et du temps :
−→
E (M, t) = E(r, t)~eθ
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2.4. L’écriture intégrale de MF traduit la loi de Faraday :
∮

M∈Γ
−→
E (M, t).

−→
dl =

∫∫

P∈S
−→
rot

−→
E (P, t).

−→
dS = − d

dt

(

∫∫

S

−→
B (P, t).

−→
dS

)

S étant une surface qui s’appuie sur le contour fermé Γ.
−→
E (M, t) = E(r, t)~eθ, donc on choisit comme contour fermé Γ, un cercle d’axe

(Oz) et de rayaon r.

I

S

Γ
z

O

Pour r < a : E(r, t)× 2πr = −dB
dt

× πr2 ⇒ −→
E (M, t) = −r

2
dB
dt
~eθ

Donc
−→
E (M, t) = rωB0

2
sin(ωt)~eθ

2.5. ue =
1
2
ε0E

2 = 1
8
ε0ω

2r2B2
0 sin

2(ωt) ; um = B2

2µ0

= B2

0

2µ0

cos2(ωt)

< ue >= 1
16ε0ω

2r2B2
0 et < um >= B2

0

4µ0

2.6. <ue>
<um>

= 1
4µ0ε0ω

2r2 = ω2r2

4c2 ⇒ <ue>
<um>

= ω2r2

4c2 ≤ (ωa2c )
2

D’après la question 2.1., dans le cadre de l’ARQS : ωa
2c << π ou encore

ωa
2c 6 0, 3 ⇒ (ωa2c )

2 6 9.10−2 << 1.

Donc dans le cadre de l’ARQS : <ue>
<um>

<< 1 : dans ce cas l’essentiel de

l’énergie électromagnétique dans la bobine est sous forme magnétique.

2.7.
−→
B (r, t) = µ0ni(t)~ez = B~ez avec B = µ0ni(t)−→
E (r, t) = −r

2
dB
dt
~eθ = −µ0nr

2
di
dt
~eθ

−→π =
−→
E ∧

−→
B
µ0

= − r
2µ0

B dB
dt
~eθ ∧ ~ez ⇒ −→π = − r

2µ0

d
dt
(B

2

2 )~er = − r
2µ0

d
dt
( (µ0ni)

2

2 )~er

D’où −→π = −µ0 r n
2

2
d
dt
( i

2

2 )~er

2.8. La puissance électromagnétique rayonnée à travers la portion de la bo-

bine de longueur l :

Pray =
∫∫

SL

−→π (a, t).
−→
dSL = − a

2µ0

d
dt
(B

2

2 )× 2πal = d
dt
(πa2l B

2

2µ0

)

Donc Pray = −dEm

dt
avec Em = πa2l B

2

2µ0

= 1
2Li

2 est l’énergie magnétique sto-

ckée dans la portion de la bobine de longueur l.

Ou encore Pray =
∫∫

SL

−→π (a, t).
−→
dSL = −µ0an

2

2
d
dt
( i

2

2
)×2πal = − d

dt
(1
2
µ0n

2πa2li2)

Soit Pray = − d
dt
(12Li

2) = −dEm

dt
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2.9. Considérons l’énrgie électromagnétique située entre deux cylindres de

longueur l et de rayons r et r + dr.

Em(t+ dt) = Em(t)− dPraydt

Donc Em(t+ dt)− Em(t) = π(r)2πrldt− π(r + dr)2π(r + dr)ldt
dEm

dt
= d

dt
( B2

2µ0

)2πrldr = −2πl d
dr
(rπ)dr

d
dt
( B2

2µ0

)r = −µ0rn
2 d
dt
( i

2

2 ) ⇒ d
dt
( B2

2µ0

) = µ0n
2 d
dt
( i

2

2 )

Ou encore d
dt
( B2

2µ0

πa2l) = d
dt
(µ0πa

2ln2 i2

2 ) =
d
dt
(12Li

2)

Soit d
dt
(12Li

2) = −Pray.

On peut aussi partir directement de l’équation locale de la conservation de

l’énergie életromagnétique dans a bobine dans la cadre de l’ARQS :

div~π + ∂um

∂t
= −−→

j .
−→
E avec

−→
j =

−→
0 à l’intérieur de la bobine.

∫∫∫

Bobine
div~πdτ = −

∫∫∫

Bobine
∂um

∂t
dτ , le théorme de Green-Ostrogradski

permet d’écrire : Pray =
∫∫

SL

−→π (a, t).
−→
dSL = −dEm

dt

3. Caractéristiques d’une bobine

3.1. Self inductance

3.1.1. φ = NBπa2 = µ0nNπa2i

3.1.2. φ = Li = µ0nNπa2i ⇒ L = µ0nNπa2 avec N = nl

On obtient L = µ0n
2πa2l

3.2. Résistance interne

3.2.1. I =
∫∫

S

−→
j .

−→
dS = jπ(d

2
)2 ⇒ j = 4I

πd2
, donc

−→
E =

−→
j
γ
= 4I

γπd2
~ez

3.2.2. U = El′ = 4l′

γπd2
I

3.2.3. U = rI = 4l′

γπd2
I ⇒ r = 4l′

γπd2

3.2.4. l′ = N × 2πa ⇒ r = 4×2πaN
γπd2

, d’où r = 8Na
γd2

4. Mesure de l’impédance d’une bobine

4.1. u3 = ku1u2 ⇒ k s’exprime en V −1

4.2. Z = r + jLω

4.3. u1(t) = R0i = R0I0 cos(ωt) ; u2 = Zi ⇒ u2(t) = U2 cos(ωt+ ϕ2)

Avec U2 = ZI0 =
√

r2 + (Lω)2I0 et ϕ2 = arctan(Lω
r
)

Donc u2(t) =
√

r2 + (Lω)2I0 cos
(

ωt+ arctan(Lω
r
)
)

Remarque : u2(t) = ri+ Ldi
dt
= rI0 cos(ωt)− LωI0 sin(ωt)

4.4. u3(t) = ku1u2 = kR0I0U2 cos(ωt) cos(ωt+ ϕ2)
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u3(t) =
kR0I0U2

2 cosϕ2 +
kR0I0U2

2 cos(2ωt+ ϕ2)

Avec U2 = ZI0 et cosϕ2 =
r
Z

On obtient : u3(t) =
krR0I

2

0

2 +
k
√

r2+(Lω)2R0I
2

0

2 cos(2ωt+ ϕ2)

Ou encore u3(t) = A0 + A2 cos(2ωt+ ϕ2)

ω

Amplitude

A0

0

A2

2ω

4.5.

u3

R

u4 = u3

En BF : Zc =
1
Cω

→ ∞ :

Tout le signal est transmis en BF

u3

R

u4 = 0

En HF : Zc =
1
Cω

→ 0 :

Rien n’est transmis en HF

On a le comportement d’un filtre passe bas.

4.6. H =
u4

u3

=
1

jCω
1

jCω
+R

⇒ H(jω) = 1
1+jRCω

et G(ω) =| H(jω) |= 1√
1+(RCω)2

lim
ω→∞

G(ω) = 0 : rien n’est transmis en HF

G(ω = 0) = 1 = Gmax : tout le signal est transmis en BF

On a bien un filtre passe bas de 1er ordre

4.7. La pulsation de coupure à −3dB est définie par :

G(ωc) =
1√

1+(RCωc)2
= Gmax√

2
⇒ RCωc = 1

D’où ωc =
1

RC

4.8. us = u4 est quasiment constante si le fitre élimine l’harmonique de

pulstion 2ω >> ωc, ce qui est réalisable lorsque 2RCω >> 1, on peut aussi

choisir RCω >> 1.
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Dans ce cas U4 = H(ω = 0) × krR0I
2

0

2 = krR0I
2

0

2 . On choisit RC >> 1
ω

et on

mesure la tension de sortie U4, on obtient : r = 2U4

kR0I
2
0

4.9. u1 =
1
C0

∫

i(t)dt = I0
C0ω

sin(ωt)

4.10. u3 = ku1u2 =
kI0U2

C0ω
sin(ωt) cos(ωt+ ϕ2)

u3 =
kI0U2

2C0ω
[− sinϕ2 + sin(2ωt+ ϕ2)] avec sinϕ2 =

Lω
Z

et U2 = ZI0

On obtient u3 = −kI2
0
L

2C0

+
kI20

√
r2+(Lω)2

2C0ω
sin(2ωt+ ϕ2)

Ou encore u3 = −A′
0 +A′

2 sin(2ωt+ ϕ2)

ω

Amplitude

A′
0

0

A′
2

2ω

4.11. Pour RCω >> 1, l’harmonique de pulsation 2ω est éliminée, , seule

la composante continue qui est transmise.

On obtient : u4 = H(ω = 0)× (−kI2
0
L

2C0

).

Soit u4 = −kI20L

2C0

, on en déduit L = 2C0|u4|
kI2

0
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